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Vorwort.

Wie die zweite, so verdankt auch die dritte Auflage ihre Existenz nicht
exorbitanten Verkaufszahlen, sondern einem Erkenntnisfortschritt:

Die logische Regel 1.5(a) in Teil III ist neu. Mein Inneres hatte sich lange
dagegen gestréubt, sie wahrzunehmen. Denn sie vereinfacht via 1.7(a)(b) —
vorher nur eine Kuriositdt — die logischen Verhéltnisse in einem sogenannten
Standardbeweis auf geradezu dramatische Weise [1.10], und so manch schoéner
Gedanke wurde dadurch hinfallig.

Damit konnte ich es bewenden lassen, ergreife aber die Gelegenheit, mich
aus einer gewissen Distanz heraus zu meinem ,,Aufbau des Zahlensystems“ zu
duBern.! Auch aus einem gewissen Pflichtgefiihl heraus, als Warnung: Meine
Darstellung enthalte ,kaum Neues“, so ein Bescheid von Expertenseite (2012).

Nicht nur aus einem gewissen missionarischen Eifer? heraus hatte ich die
Sache (inklusive Kefersteinbrief) damals an eine Zeitschrift geschickt, sondern
auch um auf diese Weise explizit von wesentlichen Ubereinstimmungen mit
der Literatur zu erfahren. Derartiges hétte mich auch nicht im mindesten
iiberrascht, ist es doch mehr als naheliegend, etwa die additive Gruppe von
2 als Automorphismengruppe einer geordneten Menge vom Typ Z zu ge-
winnen, damit auch gleich eine geordnete Gruppe vom Typ ZZ, und dann ganz
analog den Ring ,,ZZ* (plus Ordnung) als Endomorphismenring.

Letzteres findet sich denn auch in W. Felschers Werk Naive Mengen und
abstrakte Zahlen3. Auch er bemiiht sich um eine eher begriffliche als rechne-
rische Vorgehensweise. Daraus resultieren Themen wie wohlgeordnete Mengen
und Vervollstindigung geordneter Gruppen.

Auch das Buch Zahlen* von H. D. Ebbinghaus, H. Hermes, F. Hirzebruch,
M. Koecher, K. Mainzer, A. Prestel und R. Remmert habe ich inspiziert. Der
Aufmerksamkeit des Lesers seien besonders die Abschnitte iiber die Addition
und Multiplikation in ,, IR“ empfohlen.

Sie fithren zu E. Landaus klassischem Opus Grundlagen der Analysis®, rein
rechnerisch und detailliert bis zum Exzef}. Lange Zeit wird nur im Positiven
agiert, der historischen Entwicklung entsprechend wie der eines Individuums.
Erst wenn die positiven ,reellen Zahlen* hinsichtlich Addition, Multiplikation
und Ordnung vorliegen, wird neben der 0 jedem r sein Zwilling —r , erschaffen.

Das erinnert an Dedekinds Schopferkraft des menschlichen Geistes, und es
erinnert mich an eine frithere Version meines Opus:

'Die Génsefiiichen deuten an, daf§ ich diesen géingigen Titel als reinen terminus
technicus verstehe. Ich rede nie von ,,Zahlen“, sondern nur von geordneten Mengen,
Gruppen, Ringen und Koérpern.

2Seht, so erledigt man die Dinge im 21. Jahrhundert!

*B.1.-Wissenschaftsverlag, Mannheim, ... 1978.

*Springer-Verlag, Berlin, ... 1983.

® Akademische Verlagsgesellschaft, Leipzig 1930.



Um aus einer geordneten Menge N vom Typ IN eine solche vom Typ Z zu
gewinnen, wird die Menge Z aller Paare (x,y) mit z,y € N und z = m oder
y = m betrachtet, wobei m = min(N). Dann wird (z,m) < (m,y) festgesetzt,
ferner (m,a) < (m,b) < a < bund (a,m) < (bym) < b < a.

Man denke bei m an 0, bei (m,z) an x, bei (x,m) an —z.

Genauso hitte Landau verfahren konnen, nur die 0 miifite vorher seinen
Zahlen ,hinzugefiigt® werden. Warum bin ich den komplizierteren Weg in 5.10
gegangen? Um Paarmengen weitmoglichst aus dem Weg zu gehen.©

Irgendwann mufl der Sprung hinab ins Negative getan werden. Landau
springt so spét wie moglich, ich so frith wie moglich.

Anstatt mit den etwas unhandlichen , Schnitten“ im urspriinglichen Sinne
Dedekinds, wird generell entweder mit unteren Abschnitten ohne Maximum
gearbeitet, oder mit oberen Abschnitten ohne Minimum.

Bei oberflachlicher Betrachtung macht es keinen Unterschied.

Der Witz bei meinem Vorgehen liegt aber gerade darin, dafl die im Positiven
liegenden oberen Abschnitte eines geordneten Koérpers K zugleich die oberen
Abschnitte der aus den Elementen > 0 bestehenden multiplikativen Gruppe
K, sind. Wie ich wendet Felscher die Gruppenvervollstandigung auch auf K,
an, nicht nur auf die additive Gruppe K, und vermeidet dadurch langatmige
Rechnungen. Aber leider arbeitet er wie Landau mit unteren Abschnitten; das
mindert den Synergieeffekt.

Warum setze ich den eigentlich letzten Bauabschnitt, den Ubergang von
@ zu IR, an den Anfang? Der Klarheit halber, zwecks Konzentration auf das
wesentliche. Nichts kommt ins Spiel, was irgendwie IN involviert.

Wie mir erst jetzt auffiel, reicht Dedekind’s , Rekursionssatz“ [7, 126], ein
Spezialfall von 1.6.3 (f konstant), nicht aus um das Thema induktive Definition
abzudecken. Man braucht nur an die Fibonaccifolge zu denken, oder an induktiv
definierte geordnete Produkte.

Den Kollegen A. Chermak und B. Stellmacher danke ich fiir ihr Interesse
und wertvolle Gespréche.
Besonderen Dank schulde ich Herrn Buchholtz vom Logos Verlag.

Kiel, im Dezember 2019

SWas ist iiberhaupt ein Paar?
Der kundige Leser: Das hat uns doch Kuratowski gelehrt!
Ich: Lieber lieBe ich mich kreuzigen ...



Einflihrung.

Die Elimination des naiven Konvergenzbegriffs, mittels expliziter Definition,
ist der erste wirkliche Beitrag zum Thema Grundlagen der Mathematik.

Analog eliminiert Dedekind das Endliche, mitsamt natiirlichen Zahlen,
Induktion, Iteration, Folgen; auf einer neuen begrifflichen Basis, Mengen und
Abbildungen, wie sie de facto bis heute der Mathematik zugrundeliegen.

Elimination heifit Vergessen plus Rekonstruktion des Vergessenen in einer
Synthese, mit geeigneten Begriffsbildungen und Annahmen, nahegelegt durch
eine vorausgehende Analyse der Mathematik, so wie sie sich dem objektiven
Auge darbietet.

Was nicht mehr dem Vergessen anheimfallen kann, weil die Rekonstruktion
ohne das Vergessene nicht zu bewiltigen ist, nenne ich Reine Logik.

In diesem Restbestand mathematischer Sprachkultur duflern sich Menschen
in Aussagen iiber Aussagen, allein mit den Worten und, oder, wenn/dann
und ihren Synonymen. Darin werden dann die mathematischen Grundbegriffe
verankert, Objekt, Bereich, Abbildung. Sie sind also rein sprachlicher Natur.

Wie bei den Beispielen Konvergenz und Endlichkeit stellt sich schlief$lich
die Frage, ob und wie das Vergessene sich auf der tieferen Grundlage wieder
rekonstruieren 148t, und weil nun alles auf einmal vergessen wurde, steht somit
die gesamte real existierende Mathematik auf dem Priifstand. Eigentlich wie
bei Dedekind, denn schon das Endliche durchzieht die gesamte Mathematik.

Die der Synthese in Teil I1I vorausgehende Analyse findet in Teil 11 statt, im
Rahmen einer Gesamtschau auf das Grundlagenthema. Vorbild ist Dedekinds
Analyse der ,,Zahlenreihe N“ im Kefersteinbrief [I1.1]; und seine Synthese, der
,Aufbau“ des Zahlensystems, findet sich in Teil I, in zeitgeméflem algebraischen
Gewande, in einer gewissen Abrundung.

Ich setze natiirlich eine gewisse Vertrautheit mit dem voraus, dessen Grund-
lagen hier , tiefergelegt“ werden sollen, mit der ,real existierenden“ Mathematik
also, kurz r.e. M. genannt, gelegentlich auch Cantors Paradies.

Vor allem wende ich mich an Mathematiker, die mit ihrem Verstédndnis der
logischen und begrifflichen Grundlagen ihres Faches nicht ganz zufrieden sind.

Gewidmet sei dies Biichlein dem Andenken an die deutsche Universitét.






AUFBAU DES ZAHLENSYSTEMS

Nach einer im WS 2005/06 an der Universitéit Kiel gehaltenen Vorlesung

Gebt mir eine unendliche Menge, und ich gebe euch eure Zahlen
mit allem was dazugehort.

Mit diesen Worten hiétte Dedekind seinen Beitrag zum Thema Zahlen
beschreiben kénnen.

1872: Stetigkeit und irrationale Zahlen.
1888: Was sind und was sollen die Zahlen?

Das klarzumachen ist die Aufgabe, und zwar so, wie Dedekind es uns aufgegeben
hat: auf der Basis natiirlicher Allgemeinbegriffe, das begriffliche Schlieflen dem
rechnerischen vorziehend, das Innerliche dem Awuflerlichen in der Mathematik.

Dedekind erwartet von seinen Lesern ,,aufler dem gesunden Menschenverstande
noch einen sehr starken Willen, um Alles vollstdndig durchzuarbeiten*.

Statt eines starken Willens, der in der Tat manchmal nétig sein mag, um
sich durch langweilige Rechnungen zu quélen, setze ich Begriffe wie Gruppe,
Ring, Kdrper, geordnete Menge, Automorphismengruppe, Endomorphismenring
voraus, mit ihrem unmittelbaren Umfeld, und neben dem {iblichen Umgang mit
Mengen und Abbildungen natiirlich, welche von Dedekind erstmals explizit einer
mathematischen Betrachtung zugrunde gelegt wurden.

Die angesprochene Begriffswelt etablierte sich erst im Laufe des 20. Jahr-
hunderts im mathematischen Denken, und in ihr lassen sich die Dinge in ihrer
natiirlichen Einfachheit darstellen.

Ein wichtiger Aspekt ist das Prinzip, dal isomorphe Strukturen dieselben
Eigenschaften haben, ein Isomorphismus a : X — Y zu X gehorige Objekte
A,B,C,... auf analog zu Y gehorige Objekte Aa, Ba,Ca, ... mit denselben
Eigenschaften abbildet, wie umgekehrt der Isomorphismus o= : Y — X.

Folgendes ist als ein ganz gewohnliches Stiick moderner Mathematik
anzusehen, eine Ansammlung von Definitionen, Sitzen und Beweisen; mit der
kleinen Einschrinkung natiirlich, dafl nirgends von ,,Zahlen“ die Rede ist und
nichts einen anschaulichen Endlichkeitsbegriff involviert. Auf Historisches und
Mathematikphilosophisches wird spéter eingegangen.



10 I. Aufbau des Zahlensystems

1. Vervollstandigung archimedisch und dicht geordneter Gruppen.

1.1. In diesem §1 ist G eine geordnete Gruppe, d.h. eine abelsche Gruppe
G # 0 (# 1 bei multiplikativer Notation) zusammen mit einer

r<y = rv+a<y+a,
geniigenden linearen Ordnungsrelation <.

FOLGERUNGEN.

(a) Fiir jedes a € G ist die Abbildung x — x + a ein Automorphismus der
geordneten Menge G: <y < xz+a<y+a.

(b) Und x — —x ist ein Anti-Automorphismus: z <y & —z > —y.

(c) Genau dann ist also a eine obere Schranke einer Teilmenge U, wenn
—a eine untere Schranke von —U = {—u | u € U} ist, und dasselbe gilt fiir
Maximum/Minimum wie Supremum/Infimum. Eine Untergruppe U # 0 hat
kein Maximum, nicht einmal ein Supremum, denn zu s = sup(U) und 0 < u € U
existiert r € U mit s —u < x,alsos<zx+uel.

(d)ys<z, t<y = s+t<z+uy.

1.2. BEZEICHNUNGEN.

G dicht: Zu a < b existiert u mit a < u < b.

U dicht in G: u kann immer in U (C G) gewéhlt werden.

G archimedisch: Untergruppen # 0 sind unbeschrankt.

Gleichwertig: Unterhalbgruppen # 0 sind unbeschrankt.

G wollstindig: Jede unten beschréinkte Teilmenge # () hat ein Infimum.

Gleichwertig: Jede oben beschrinkte Teilmenge # () hat ein Supremum.

Min(X) ist die Menge aller Minima von X (C &), und min(X) ist das
Minimum von X falls Min(X) # ) (analog: Max/max, Sup/sup, Inf/inf).

X4+a={z+a|lzeX} und X+Y={x+y|lzxecX, yeY}.

Go=Gso={xeG|x>a}l

A C G ist ein (oberer) Abschnitt von G <= A D G, fiir alle a € A.

A ist speziell, wenn zusétzlich ) # A # G und Min(A) = 0.

Gleichwertig: G\ A (# 0, G) ist die Menge der unteren Schranken von A.

S(G) ist die Menge aller speziellen Abschnitte.

P(M) ist die Menge aller Teilmengen einer Menge M.

Statt geordnete Gruppe sage ich auch Geogruppe (analog fiir geordnete
Mengen, Ringe, Korper), Halbgruppen und Ringe haben ein Einselement, und
ein Integrititsring ist kommutativ, nullteilerfrei und # 0.

Jede Teilmenge einer Geomenge G ist beziiglich der gegebenen Ordnung
wiederum eine Geomenge, sozusagen eine Untergeomenge von G.

In §5 bekommt G, wie Abschnitt eine andere Bedeutung (die duale).

Soweit sinnvoll, gilt alles in 1.2 und 1.3 fiir beliebige lineare Geomengen.
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1.3. BEMERKUNGEN.
(a) Fiir Abschnitte X,Y gilt X CY oder Y C X.
(b) Eine Vereinigung von Abschnitten ist ein Abschnitt.
(c) Eine Vereinigung # G von speziellen Abschnitten ist speziell.
(d) Beziiglich C ist S(G) linear und vollsténdig [(a)(c)].
(e) Mit X ist auch X + a speziell [1.1(a)].
(f) Mit X,Y ist auch X + Y speziell [(e)(c)1.1(d)].
(g) X+a=X+4+G,in(e) [z+a=2"+(a+2z—2') mit 2’ < z].
(h) Ist G dicht, so ist jedes G, speziell und
Go+ Gy =Gapp
firallea,be G [g>a+b = g=(9—¢)+¢g mitg—a>g > b|.
(i) Fiir spezielle X DY und a < bin X \ Y gilt
XDG, DG, 2Y.
(j) G sei dicht und X speziell. Aufgrund 1.1(b) ist dann auch
Y =—(G\ X\ Max(G \ X))

speziell, denn —Y ist ein unterer Abschnitt # (), G ohne Maximum.

1.4. SATZ. G sei dicht und archimedisch.

Beziiglich Addition [1.3(f)] und X <Y < X DY ist S(G) eine vollstandige
Geogruppe, v : a — G, ist ein Monomorphismus von G in S(G), und das Bild
G" ist dicht in S(G).

Beweis. Gy ist Nullelement [1.3(gh)], und mit G ist auch die Addition von
Teilmengen assoziativ und kommutativ. Sei X speziell und Y wie in 1.3(j).
Behaupte X +Y = Gg. Betrachte x € X und y € Y.

Wegen —y ¢ X ist —y < z, d.h. x +y € Gy. Nehme also X +Y C G, an.

Wihle a,b € Gy \ X +Y mit a < b, also a < b < z + y, folglich a —y <
b —y < z. Daher ist a — y eine nichtmaximale untere Schranke von X, d.h.
y—aliegt in Y. Es folgt Y CY + a, und wegen a > 0 ist auch Y +a C Y.

Die Untergruppe H = {h € G | Y +h =Y} von G ist somit # 0. Wegen
y+ H CY ist sie (wie Y') unten beschrénkt, ein Widerspruch [1.1(c)].

Damit ist S(G) eine abelsche Gruppe. Die Regeln a < b = G, D G}, und
X2OY =X+ADY + Asind trivial. Das iibrige findet sich in 1.3(dhi).

1.5. Zusatz. Ist H eine vollstindige Geogruppe (nach 1.1(c) archimedisch)
und G eine in H dichte Untergruppe, so ist die Abbildung a - G, = H, NG
ein Isomorphismus von H auf S(G) [1.3(h) gilt fiir alle a,b € H].

1.6. FOLGERUNG. G’ und H' seien wie G und H.
Ein Isomorphismus ¢ : G — G’ 1afit sich dann zu einem (und nur einem)
Isomorphismus H — H'’ fortsetzen. Dieser bildet a auf inf(G,¢) ab.
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2. Vervollstandigung archimedisch geordneter Korper.

2.1. In diesem § 2 ist K ein geordneter Kéorper, d.h. ein Kérper K zusammen
mit einer linearen Ordnungsrelation < auf K, derart dafl aus x < y immer
x4+ a <y + a folgt sowie za < ya fiir a > 0, d. h. fiir a,b > 0 ist auch ab > 0.

Dann ist die additive Gruppe KT eine Geogruppe, ebenso der Abschnitt
Ky ={a € K | a > 0} beziiglich Multiplikation.

Neben den Automorphismen z — z + a (a € K) hat die Geomenge K auch
noch die Automorphismen x — xa (a > 0). Ihre Automorphismengruppe ist
daher transitiv auf der Menge der Paare (x,y) mit x < y:

Durch Addition von —z erhalten wir ndmlich aus (x,y) ein Paar (0, z) mit
0 < z, und Multiplikation mit z~* fiihrt dann zu (0, 1).

Insbesondere ist K dicht [es gibt z < u < y in K], d.h. K ist dicht, und
als Abschnitt von K ist auch K| dicht.

Natiirlich bezieht sich archimedisch auf K, wie spiter bei Georingen.

Vollstiandige Geokorper sind also archimedisch [1.1(c)].

2.2. LEMMA. Sei L eine Geogruppe und « : Ly — Ly mit
(%) (u+v)a =ua+va fir alle u,v € Ly.

Setze 0w = 0 und (—u)a = —ua fiir u € Ly.

Dann gilt (x) fiir alle u,v € L.

Beweis. Fiir x,y € L ist (z + y)a = xa + ya nachzuweisen. Fiir x = 0 wie
y = 0 ist das trivial. AuBerdem ist (—z)a = —za fiir alle z € L.
Fiir x +y > 0 und etwa z > 0, y < 0 folgt

za = ((z+y) + (—y))a=(+ya+(-y)a = (z+y)a —ya,
und das erledigt auch den Fall z +y < 0:
(z+yla=—(-z-y)a=—((-z)a+(-y)a) = —(-za—ya).

2.3. FOLGERUNG. Sei L eine Geogruppe.
Auf Ly sei eine Multiplikation gegeben, die Ly zu einer Geogruppe macht
und der Regel (u + v)a = ua + va geniigt. Setze zusétzlich

0z =0=2z0 (—u)a = —ua = a(—u) (—u)(—a) = ua
fir a,u € Ly und x € L. Dann ist L ein Geokdrper.

2.4. HILFsSATZ. Sei auch L ein Geokérper und v : K+ — LT ein
Gruppenhomomorphismus mit (uv)? = uYv? fiir alle u,v € K.
Dann gilt das sogar fiir alle u,v € K [wegen (—z)” = —z” und 0" = 0].

2.5. HILFSSATz. Fiir Abschnitte X,Y, A C K, gilt
(X+Y)A=XA+YA.

Beweis. Die Inklusion (X +Y)A C XA + Y A ist vollig trivial, und die
Umkehrung ergibt sich aus za + yb = za + y%a mit yg >y falls a < b.
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2.6. LEMMA. Mit K ist auch K| archimedisch.

Beweis. Nehme eine beschrinkte Untergruppe U # 1 von K, an. Die Menge
A aller a > 0, zu denen ein o’ € U mit o’ > 1 + a existiert, ist dann ebenfalls
beschrinkt. Fiir 1 <uw e Uist u—1 € A, und es gibt ein u > 1.

Wegen o't/ > (1 +a)(1+b) =14+a+b+ab>1+a+bist A additiv
abgeschlossen, ist also eine beschrinkte Unterhalbgruppe # 0 von K+ (und die
Menge aller a — b mit a,b € A wiire eine beschriinkte Untergruppe # 0).

2.7. Satz. Ist K archimedisch, so existiert ein Monomorphismus in einen
vollstandigen Geokdorper.

Genauer erhalten wir aus Satz 1.4 die Geogruppen L = S(K ™) und S(kK,)
sowie v : K — L, zugleich monomorph von K in L und von K, in S(Kj).
Als Menge ist S(Ky) = L. Uber 2.6 und 2.3 entsteht nun der Geokdrper
L = S(K), und aufgrund 2.4 ist v sogar ein Kérpermonomorphismus.
Auflerdem ist K+ dicht in L.

2.8. ZusATz. 1.5/6 gilt analog fiir Geokdrper.

Dazu fithrt zweifache Anwendung von 1.5/6, kombiniert mit 2.4.

2.9. LEMMA. In einem vollstdndigen Geokorper ist jeder Teilkérper dicht.

Beweis. K sei vollstdndig und der Teilkérper L nicht dicht in K.
Dann existieren a,b € K mit a < b und

(%) a<u<b = ué¢lL.

Da K archimedisch ist, existiert x € L mit x < a.

Da auch K, archimedisch ist [2.6], existiert y € Lo mit y < b — a.

Wihle k£ € K mit k < «x fiir ein . Sei X die Menge aller z > k.

Die Menge H aller h € K mit X +h C X ist wegen X # () beschréinkt und
ist eine Unterhalbgruppe von K™, ist also = 0.

Jedes y liegt jedoch in H, denn fiir jedes x € X ist zum einen x+y > = > k,
zum andern z +y < b, wegen (x) also z + y < a, insgesamt also z +y € X.

Nachbemerkung. Von einem Iso/Monomorphismus « : G — H zwischen
Geomengen G, H wird neben bijektiv/injektiv noch

z<y <= za<lyua
fiir alle z,y € G verlangt. Ein Monomorphismus ist also ein Isomorphismus auf
das Bild. Bei linearem G geniigt =, im allgemeinen aber nicht. Die Verhiltisse
sind also denen in der reinen Algebra, wo ein Iso/Monomorphismus einfach ein
bijektiver/injektiver Homomorphismus ist, nicht ganz analog.
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3. Quotientenkdrper archimedisch geordneter Ringe.

3.1. Ein geordneter Ring ist ein Integritétsring zusammen mit einer linearen
Ordnungsrelation < wie in 2.1.

3.2. Ist der Integritéitsring A Teilring eines Korpers K — allgemeiner eines
Ringes K, in dem jedes Element # 0 von A invertierbar ist — so ist die Menge

aller Quotienten ¢ = ab™' =b~'a mit a,b € A (und natiirlich b # 0) aufgrund

r U TVt yu T U xu r - (a:)fl_y
y v yv y v yv Yy Yy Yy T
ein Teilkorper von K, der Quotientenkirper Q(A) = Qx(A) von A in K.
Diese Regeln, plus % = = & v = uy, zeigen auch, daf ein Isomorphis-

mus o : A = A’ durch ¥ — 2% zu einem Isomorphismus zwischen Q(A) und
(analogem) Q(A’) fortgesetzt wird.

3.3. Sei A in 3.2 geordnet und K = Q(A). Dann ist die Menge P aller §
mit a,b > 0 ein Positivitdtsbereich von K, d.h. P ist additiv und multiplikativ
abgeschlossen, mit K = P U {0} U {—P}.

Durch k < k¥ & k' — k € P wird K dann ebenfalls geordnet, und diese

Ordnung stimmt auf A mit der alten Ordnung iiberein.

3.4. LEMMA. Mit A ist in 3.3 auch K archimedisch.

Beweis. Sei § (b > 0) eine obere Schranke der Untergruppe U # 0 von K.
Da Ab in A unbeschrénkt ist, existiert ¢ € A mit ¢b > a, d.h. ¢> ¢.
Sei 0 # ¥ € U (y > 0). Dann ist AN Uy eine (oben durch cy) beschrénkte

Untergruppe # 0 von A", ein Widerspruch.

3.5. SATZ. Sei A ein Integritétsring und V ein torsionsfreier A-Modul.

Dann gibt es einen Monomorphismus von V in einen Modul W der Art, dafl
der Endomorphismus ay : w — wa von W fiir 0 # a € A bijektiv ist.

Beweis. Fiir jede Menge X ist der aus allen f : X — V bestehende ,,Funk-
tionenraum* F(X, V') beziiglich
f+g9g: z—azf+xg und fa: z— (zf)a.
ein A-Modul, und im Falle eines A-Moduls X ist Hom(X, V') ein Teilmodul.
Fiir jedes f € F = F(A,V) sei Ai(f) bzw. Ay(f) die Menge aller Ideale
X #0von A mit fix € Hom(X,V) bzw. fix =0.
Und F; (i = 0,1) sei die Menge aller f mit A;(f) # 0.
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Mit X und Y ist auch X NY ein Ideal # 0 [x,y # 0 = xy # 0]. Also ist
() Af) N A(g) # 0 fiir f € Fy und g € F,

und somit sind Fy und F; Teilmoduln von F'.

Setze W = F; /F, (Faktormodul).

Torsionsfrei bedeutet va # 0 fiir alle v # 0 und a # 0. Das impliziert

(xx)  Ag(fa) = Ao(f) fiir a # 0.

Fiir v € V ist f, : @ = va ein Modulhomomorphismus (ebenso v — f,).
Insbesondere liegt f, in Fy [A € Ai(f,)], in Fy aber nur wenn v = 0.
Die Abbildung v — Fy + f, ist somit ein Monomorphismus von V in W.

Fiir 0 # a € A ist ay bijektiv von V' auf Va. Sei §: Va — V das Inverse.
Fir f € Fy und X € A, (f) ist Xaf = X fa C Va.
Erhalte so den Homomorphismus f|x,3 : Xa — V mit

xa — zaff =xfaf =xf.
Eine Fortsetzung f': A — V liegt in Fy [Xa € A;(f")].
Und auf Xa ist f'a = f [zaf'a =zfa = zaf].
Es folgt f'a — f € Fq.
Zu w € W existiert somit ein w’ € W mit w'a = w, d.h. ay ist surjektiv.
Injektiv bedeutet fa ¢ Fy fir f € Fy \ Fy, folgt also aus (k).

3.6. FOLGERUNG. Jeder Integritdtsring hat einen Quotientenkérper.
Genauer: Es gibt einen Monomorphismus in einen Korper.

Ein archimedischer Georing fithrt also zu einem archimedischen Geokorper,
damit sogar zu einem vollstdndigen.

Beweis. Es gibt ein V' # 0, ndmlich V = A. Die Abbildung a — ay ist ein
Monomorphismus von A in den Endomorphismenring £ von W, und in F ist
jedes ay (a # 0) invertierbar.

Bemerkung. Ist U Teilmodul eines Moduls W wie in 3.5, so bilden die
Elemente & = u(aw ) ™! einen Teilmodul Qu (U). Von dem Monomorphismus ~y
in 3.5 kann also auch noch W = Qu (V) verlangt werden. In der Tat haben ~
und W im Beweis von 3.5 diese Eigenschaft.

Obiges Vorgehen geht auf den Hinweis eines Studenten zuriick. Es ergibt
sich zwanglos aus der Beobachtung, daf§ die Multiplikation mit § € Q(A) ein
A-Modulhomomorphismus von Ab in A ist.
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4. Geordnete Mengen, Gruppen und Ringe vom Typ Z.
4.1. Eine lineare Geomenge V # () ist vom Typ Z, wenn jede oben/unten
beschrinkte Teilmenge # () ein Maximum/Minimum hat und # V ist.

Gleichwertig: Jedes Element a € V hat einen Nachfolger at = min(V5,)
und einen Vorginger a- = max(V_,), und

(x) V ist die einzige Teilmenge # (), die mit a auch a* und a~ enthélt.

Bemerkung. Eine Geogruppe vom Typ Z ist archimedisch.

4.2. SATZ. Sei V eine Geomenge vom Typ ZZ mit Nachfolgerfunktion
v:x—xt. Sei A= Aut(V) die Automorphismengruppe. Wihle v € V.

(a) A ist scharf transitiv auf V', d.h. a — va ist bijektiv von A auf V.

(b) Beziiglich a < 8 <= va < vf ist A eine Geogruppe vom Typ ZZ mit
Nachfolgerfunktion o — av. Diese Ordnung ist unabhéngig von v.

Beweis. (a) Offenbar ist v ein Automorphismus von V, der mit allen Auto-
morphismen vertauschbar ist, d.h. v liegt im Zentrum Z = Z(A) von A.

Wegen 4.1(x) ist vZ =V und {z € V | za = 2} = 0 fiir jedes a # 1 in A.
Aus va = vf folgt also a = 3. Somit ist A = Z (abelsch).

(b) A ist zunéchst eine Geomenge, und o — va ist ein Isomorphismus. Es
folgt var = (va)t = va™, also av = at. Fiir o, 3,7 € A folgt weiter

a<lf & valvf & vay<vby & ay< by
sowie, mit w = vy,

wa <wf & vya < vy & vay <vfy & va < vf.

4.3. LEMMA. Sei V eine Geogruppe vom Typ Z, v = min(V;), und E der
Endomorphismenring der abelschen Gruppe V.

(a) Fiir jedes x € V ist  + u der Nachfolger von z.

(b) Die Gruppe V wird von u erzeugt.

(c) Ist 8 € E und uf > 0, so ist v > 0 fiir alle v > 0 in V.

(d) Mit a < <= ua <uf ist E ein Georing vom Typ Z.

(e) Sei W eine weitere Geogruppe und ¢ : V. — W ein Ordnungsisomor-
phismus mit Op = 0. Dann ist ¢ auch ein Gruppenisomorphismus.

Beweis. (a) folgt aus z < x +u <z + (2t — ) = 2T, und (b) dann sofort
aus 4.1(x): die von u erzeugte Untergruppe ist = V.

(c) Sei v ein Gegenbeispiel. Wihle v minimal. Dann ist 0 < v —u < v, also
doch v =(u+ (v—u))B=uB+ (v—u)B > 0.
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(d) Der von 1 erzeugte Teilring F' von E liegt im Zentrum Z(FE).

Die Untergruppe uF von V enthidlt v und ist daher gleich V' [4.3(b)].
Genauso folgt u ¢ Kern(y) fiir alle v # 0 in E, d.h. ua # uf fiir a # 5.

Somit ist F = F kommutativ und o — ua bijektiv. Laut (c) folgt uaf > 0
aus ua > 0 und uf > 0, d.h. aus o > 0 und 8 > 0 folgt af > 0.

(e)Sei X ={z eV | (v+a)p=vp+axp firalle ve V} also 0 € X.
Weiter ist ue = min(W,), also wt = w + up fiir alle w € W.
Mit v € V und w = vy folgt v¥p = w & up, fiir alle z € X also

w+aHp=@v+r+u)p=(vEu)p+rp=wEup+rp="w+ 15,
und damit ist X =V [4.1(x)].

4.4. LEMMA. In einem Georing V vom Typ Z ist min(V;) = 1.
Ist W ein weiterer Georing und ¢ : V' — W ein Ordnungsisomorphismus
mit Op = 0, so ist ¢ auch ein Ringisomorphismus.

Beweis. Wire u = min(Vy) < 1, so wire 0 < uu < w. Also ist u = 1,
genauso min(Wy) = 1 und folglich 1¢ = 1. Schon wegen Op = 0 ist
X:={zeV | (vr)p =vp-xp fir allev e V}

nicht leer, und da ¢ additiv ein Isomorphismus ist [4.3(e)], folgt weiter, dafl X
mit z auch 2% = z + 1 enthilt, also = V ist [4.1(x)]:

(v(z £1))p = (v £v)p = (vr)p Lvp =vp- TP TvY =0vp - (T £ 1)y,

4.5. LEMMA [Beweis in 6.7]. (a) Zu Geomengen V, V' vom Typ Z, a € V,
a’ € V' gibt es genau einen Isomorphismus V — V' mit a — a'.

(b) Sei V eine Menge und v : V' — V bijektiv mit Av C A fiir eine Teilmenge
A, aber Xv = X fiir keine Teilmenge X # (), V.

Beziiglich einer gewissen Ordnung, der einzigen mit x < zv, ist V vom Typ
ZZ mit Nachfolgerfunktion v.

4.6. FOLGERUNG. (a) Zu geordneten Gruppen oder Ringen V, W vom Typ
Z existiert genau ein Isomorphismus V — W.

(b) Sei G eine Geogruppe und 0 < u € G. Dann ist die von u erzeugte
Untergruppe vom Typ Z mit 2+ = z + u.

4.7. In jedem Ring K ist die von 1 erzeugte additive Untergruppe V ein
Teilring, denn {z € K | Vo C V} ist ein Teilring C V, also = V.

In einem Georing ist dieser Primring also vom Typ Z.

Zu vollstandigen Geokorpern L, L’ gibt es daher genau einen Isomorphismus
zwischen L und L' [2.8, 2.9, 3.2].
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5. Wohlgeordnete Mengen und der f-Kettensatz.

5.1. Unter einem Abschnitt einer Geomenge G ist jetzt immer ein unterer
Abschnitt zu verstehen, und G, steht demgemés fir G, = {x € G | < a}.

A(G) ist die Menge aller Abschnitte A von G, und A*(G) die aller echten
Abschnitte (A # G). Das Symbol G| X reduziert auf Abschnitte A D X.

Eine lineare Geomenge W heif3t wohlgeordnet, auch Kette, wenn jede nicht-
leere Teilmenge ein Minimum hat. Auch jede Teilmenge ist dann eine Kette.

Die Ketten einer Geomenge sind die wohlgeordneten Teilmengen.

Eine Folge ist eine auf einer Kette definierte Abbildung.

5.2. In einer Kette W hat jedes a ¢ Max(W) einen Nachfolger a™.

Die Abbildung x — W, ist ein Isomorphismus von W auf die [durch C]
geordnete Menge A*(W). Insbesondere ist auch A(W') wohlgeordnet.
Das Urbild z von A € A*(W) ist das Folgeelement

fT(A) =min(W \ A) = max(A™")
von A, und AU {z} ist der Nachfolger A" von A in A(W).
Genau dann hat B € A(W) einen Vorgénger, wenn B ein Maximum hat.

Und genau dann hat B keinen Vorginger, wenn B die Vereinigung der echten
Abschnitte von B ist.

Nenne W grundiert, wenn jedes x € W \ Min(W) einen Vorgénger hat.
Gleichwertige Eigenschaften:

(a) Jeder nichtleere echte Abschnitt hat einen Vorgénger.

(b) Jeder nichtleere echte Abschitt hat ein Maximum.

(c) Jede nichtleere beschrinkte Teilmenge hat ein Maximum.

(d) Jede unter z — x* abgeschlossene Teilmenge ist ein oberer Abschnitt
von W (ist also = W wenn sie Min(WW) enthélt).

Jede Teilmenge eines grundierten W ist grundiert, wie auch jede unten
beschrinkte Teilmenge einer Geomenge vom Typ Z.

Ein grundiertes nichtleeres W ohne Maximum ist vom Typ IN.

5.3. INDUKTIONSLEMMA. Sei W eine Kette und A C A(W) mit A" € A
und g € A fiir A=W in Aund 0 # B C A.

Dann ist A ein oberer Abschnitt von A(W).

Also: Eine nichtleere Eigenschaft von Abschnitten, die sich auf Nachfolger
und nichtleere Vereinigungen vererbt, gilt auch fiir W.

Beweis. Nehme A € Aund B € A(W)\ Amit A C B an. Wihle B minimal
(bei festem A). Jedes X € A*(BJ|A) liegt in A. Also hat B keinen Vorgénger
und ist auch nicht die Vereinigung dieser X, ein Widerspruch.
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5.4. FOLGERUNG. (a) Sei W eine Kette und <’ eine weitere Ordnung auf
(der Menge) W. Fiir jedes A € A*(W) mit <=<"auf A sei z <’ f*(A) fiir alle
r € A. Dann ist <=<'.

(b) Fiir grundiertes W geniigt <’ ™ fiir alle x € W \ Max(W), und
dasselbe gilt fir Geomengen W vom Typ Z (denn W, ist vom Typ IN).

5.5. DER f-KETTENSATZ (nach H. Kneser [14]).

In der allgemeinen Version wird eine Menge M und eine Teilmenge A von
P(M) vorausgesetzt, ferner f : A — M und f(A) ¢ A fur alle A € A.

Sodann wird W € P(M) eine f-Kette genannt, wenn es eine Wohlordnung
auf W gibt mit A*(W) C A und fT(A) = f(A) fiir alle A € A*(W).

In der Version fiir eine geordnete Menge M ist immer z < f(A) fir alle
x € A, und die Ordnung einer f-Kette ist die durch M gegebene.

Die Vereinigung V' aller f-Ketten ist jeweils eine f-Kette mit V' ¢ A.

Beweis. (1) Sind W und W' f-Ketten (beziiglich < und <’), so ist
W e AW') oder W' € A(W) (und <=<'" auf W bzw. W’).

Denn mit der Vereinigung U aller gemeinsamen Abschnitte A (mit <=<'
auf A) wére im Falle W # U # W' auch U U {f(U)} ein solcher Abschnitt.

(2) Zu a,b,c € V gibt es eine f-Kette W mit a,b,c € W.

(3) Es gibt genau eine Relation < auf V, die die ,, f-Ordnung® einer jeden
f-Kette fortsetzt. Sie ist eine lineare Ordnungsrelation.

(4) Jede f-Kette A ist ein Abschnitt von V, und fiir X C V folgt daher
Min(A N X) € Min(X), also Min(X) # 0 falls AN X # 0.

Somit ist V' wohlgeordnet durch <, und sogar eine f-Kette:

Fir A € A*(V), b= f;f(A) und eine f-Kette B mit b € B folgt A € A*(B)
und b = f5(A) = f(A).

Im Falle V € A wire VU {f(V)} eine f-Kette.

Bemerkung. Bei den folgenden Hauptanwendungen des f-Kettensatzes
erfordert die Existenz von f das Auswahlaxiom.

5.6. DAs LEMMA VON ZORN. Hat jede Kette in einer Geomenge G eine
obere Schranke, so hat G ein maximales Element.

5.7. DER WOHLORDNUNGSSATZ VON ZERMELO.
Jede Menge besitzt eine Wohlordnung.

Zu 5.6: Andernfalls hat jede Kette A sogar eine obere Schranke f(A) ¢ A.
Zub.7: In5.5ist V=M wenn A=P(M)\ {M}.
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5.8. Sei M eine Menge, o : M — M und X C M.

Das a-Erzeugnis (X), von X ist die kleinste a-invariante Teilmenge D X
von M, d.h. der Schnitt aller Teilmengen ¥ D X, Ya.

Grundregeln. (a) (X), = X U(X)oa =X U (Xa),.
(b) (X)af = (XB), fiir jedes 5 : M — M mit off = Bav.

Beweis. (a) ...U... liegt in (X),, enthdlt X und ist a-invariant.
(b) 2 : (X),[ enthilt X und ist a-invariant.
-

: Mit U = (X ), ist auch das Urbild UB™! (D X) a-invariant und enthélt
daher (X),. Es folgt (X),8 CUB'BCU.

5.9. DER ERSTE IN-SATZ VON DEDEKIND.

Sei M eine Menge, v : M — M injektiv, w € M \ Mv und N = (u),.

Beziiglich einer gewissen Ordnung ist N dann vom Typ IN mit Nachfolger-
funktion v und Minimum u.

Beweis. Sei A die Menge aller A C N mit A = () oder av ¢ A fiir genau ein
a € A. Setze f(0) = u bzw. f(A) = av. Wende 5.5 an. Erhalte V.

Zunichst ist u = f(0) = min(V), denn {u} ist eine f-Kette.

Fir ) # A e A*(V) ist f*(A) = f(A) = av, also a = max(A).

Somit ist V' grundiert und zt = zv fiir alle x € V \ Max(V), weiter
Max (V) = () wegen V ¢ A, also Vv C V und daher V = N.

5.10. Sei W vom Typ IN mit Minimum « und Nachfolgerfunktion v.

() Mit a =02, U =(u), und V=0Uvgilt W=UUV.

(b) Beziiglich einer neuen Ordnungsrelation <’ ist W vom Typ Z, sie ist <
auf U, > auf V, und & <’y gilt noch firz € V, y € U.

Anschaulich: 0,1,2,3,... wird zu ...5,3,1,0,2,4,... umgeordnet.

Beweis. Wegen Vv =Ua C U ist U UV v-invariant, also = W [5.2(d)].

Sei UNV # (). Dann liegt m = min(U N'V) nicht in (UNV)a =UanNVa
[ ist injektiv], wegen U = {u} UUa und V = {ur} U Va aber doch.

Zu (b) ist nur zu beachten, dal U und V' vom Typ IN sind.

5.11. Der f-Kettensatz fiithrt auch zur Existenz einer maximalen Kette,
einer Kompositionsreihe, in einer Geomenge, wenn jede oben echt beschrinkte
Kette einen oberen Nachbarn hat, eine minimale echte obere Schranke.

Beispiel: Der Teilmodulverband — die beziiglich C geordnete Menge aller
Teilmoduln — eines halbeinfachen Moduls.

Ein solcher ist die Summe der einfachen, d.h. minimalen Teilmoduln, und
Standardbeispiel hierfiir ist jeder Vektorraum.

Ubrigens ist eine maximale Kette auch eine maximale lineare Teilmenge.
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5.12. Wenn schon Kompositionsreihen, dann auch Satz von Jordan-Holder.
Er betrifft Gruppen, auch mit Operatorenbereich. Fiir das wesentliche geniigt
der abelsche Fall. Seien W und W’ also Kompositionsreihen eines Moduls M,
genauer des Teilmodulverbands V.

Dann ist eine bijektive Abbildung X — X’ von W auf W’ aufzuspiiren mit

M =M und Xt/X ~X'T/X' firalle X # M.
Betrachte zu gegebenem X € W den aus allen Y € W’ mit
(HYNXtCX
bestehenden Abschnitt von W’. Die Vereinigung X’ aller Y liegt in W, denn

W ist auch eine maximale lineare Teilmenge von V. Somit ist X’ selbst ein Y,
ist also das maximale Y. Schreibe daher Y fiir X’. Es folgt Y # M und

2)YTNXT¢Z X, also

3) XT=X+D mit D=Y*TNX", und damit

(4) Xt/X ~D/DnX.
Behauptung: Das analog definierte Y’ € W ist = X. Das bedeutet

() XNYTCY und (b) XtNYTZY.

Zu (a): Sonst wire Yt =Y 4+ (X NY™T), wegen Y+ D D D X NYT also
D = (Y ND)+ (X NYT") [Dedekinscher Modulsatz], folglich D C X wegen
YND=YNX"CX [(1)], im Widerspruch zu (3).

Der Dedekindsche Modulsatz ist eine gruppentheoretische Banalitét:

Fir A,B,CeV mit A+ B2C2OB ist C=(ANC)+ B.
Zu (b): Sonst wire D = XTNY C X.

Damit ist die Bijektivitét erledigt, und die angekiindigte Isomorphie folgt
aus DNX =XNY =DNY, denn analog (4) ist Y*/Y ~D/DNY.

Es folgt eine schéne Anwendung.

Unser Modul M sei direkte Summe gewisser einfacher Teilmoduln, sagen
wir X € B, wie etwa bei B = {Kz | x € B}, B Basis eines Vektorraums iiber
dem Divisionsring K.

Die Teilmenge B von V besitzt eine Wohlordnung <, und die Teilmoduln
Wx (X € B), definiert als Summe aller Y < X in B, bilden dann zusammen
mit M eine Kompositionsreihe W mit [W \ {M}| = |B].

Somit sind all diese B’s gleichméchtig, und insbesondere sind alle Basen
eines Vektorraums gleichméchtig.

Eine schone Anwendung des vollen Satzes von Jordan-Holder ist ein gewisser
Zugang zur Determinantenfunktion [math.uni-kiel.de/algebra/bender].
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6. Induktion und Kardinalitat.

W und W' seien Ketten. Nenne a : W — W’ einen Morphismus und
schreibe av : W A2 W', wenn aus x < y (z,y € W) immer za < ya folgt und
Wa ein Abschnitt von W’ ist; kurz: « ist ein Isomorphismus von W auf einen
Abschnitt von W’. Schreibe W 7 W’ wenn ein « existiert.

6.1. HiLFssATZ. Die Menge V sei Vereinigung von gewissen Teilmengen,
sagen wir A € BB, derart dal A C B oder B C A fiir alle A, B € B.

Zu jedem A sei eine Abbildung a4 von A in eine weitere Menge M gegeben,
und im Falle A C B sei oy = ap auf A.

Dann existiert genau eine Fortsetzung o : V- — M aller a 4.

6.2. DER SATZ UBER DIE INDUKTIVE DEFINITION VON FOLGEN.
Sei Ay € A(W) und M eine Menge. Setze Fy = F(A, M) fiir A € A(W|Ay).
Fiir a € Fy (A # W) sei immer eine Fortsetzung a® € F4+ gegeben.
Dann hat ein oy : Ay = M genau eine Fortsetzung o € Fy, mit
(%) (a)a)t = aa+ fiir alle A # W,
Bemerkung. Das analog zu X € A(W|A,) gehorige ax ist = ox.

Beweis. Nehme W als minimales Gegenbeispiel in A(W|A4,) an.

Erhalte oy : U — M analog « fiir jedes U € B = A*(W|A).

Die Vereinigung V' = (Jz aller U ist ein Abschnitt O Ay von W, und im
Falle Ve Bist VT =W und a = (o))" wie gewiinscht.

Daher ist V = W, und dann ist das aus 6.1 resultierende o : V. — M als
Fortsetzung aller oy wie gewiinscht.

6.3. FOLGERUNG. Sei my € M und W grundiert mit Minimum wg, weiter
jedem w € W\ Max(W) eine Abbildung f,, : M — M zugeordnet.

Dann existiert genau eine Abbildung o : W — M mit woa = my und
wha = f,(wa) fir alle w.

Beispiel. Sei M eine Halbgruppe und h : W — M. Dann existiert genau
ein a: W — M mit woar = h(wp) und wra = wa - h(wt).

Hier ist f,(z) = z - h(w™), und wa (w € W) ist anschaulich das Produkt
der Elemente h(u) (v < w) in der durch W gegebenen Reihenfolge.

6.4. CANTORS [SOMORPHIESATZ FUR WOHLGEORDNETE MENGEN.

(a) Es gibt hochstens ein o« : W 2~ W',

(b) Es gilt W A~ W' oder W’ /W.

(c) Gilt beides in (b), so sind W und W' isomorph (W ~ W’).

Bemerkung. Aus (a) ergibt sich sofort die wichtige Eigenschaft einer wohl-
geordneten Menge, nicht zu einem echten Abschnitt isomorph zu sein.
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Beweis. (a) Sei  wie . Wende 5.3 auf A= {4 € AW) | aya = fja} an.

(b) Beides sei falsch. Fiir A€ AW)und a: A 2 W' ist dann A # W und
Aa # W', und daraus resultiert eine Fortsetzung at : AT 7 W; sie bildet das
Folgeelement von A in W auf das Folgeelement von A« in W’ ab.

Nach (a) ist « = f auf A wenn AC Be A(W)und g: B /W'

Sei W sogar ein minimales Gegenbeispiel in A(W), bei festem W’.

Zu jedem U € B = A*(W) existiert dann oy : U 2 W',

Mit U liegt also auch U™ in B, und das bedeutet W = |Jz. Das aus 6.1
resultierende oo : W — W' ist als Fortsetzung aller oy offenbar ein Morphismus.

(c) Seia : W /A W und o : W A~ W. Dann ist ao/ : W — W ein
Morphismus, also = idy, wegen (a), und damit ist auch o/« = idy-.

6.5. FOLGERUNG [aus 6.4 und 5.7].
(a) Sind A und B beliebige Mengen, so ist |A| < |B| oder |B| < |A], d.h.
es gibt eine injektive Abbildung von A in B oder von B in A.

(b) Eine nichtleere Menge A von Mengen hat beziiglich |...| < |...| ein
Minimum A (JA| < |B] fiir alle B € A).

6.6. DER SATZ VON SCHRODER-BERNSTEIN.
Aus |A| < |B| und |B| < |A] folgt |A| = |B], d.h. es gibt eine bijektive
Abbildung zwischen A und B.

Beweis (Dedekind). Sei a: A — B injektiv. Darf B C A annehmen und
muf} ein bijektives v : B — A« finden. Nun ist «: A — A und Ba C B.

Mit X = B\ Aa E=(X). (CB) Y =B\E

folgt B=XU A«a E=X U Fa [5.8(a)] B=YUF

und damit auch noch ¥ = B\ F = Aa\ Ea, d.h. Aa=Y U Ea.
Definiere nun v auf B =Y U E als idy auf Y und als « auf E.

6.7. Sind W und W’ vom Typ IN, so existiert genau ein Isomorphismus
a: W — W', aufgrund 6.4(a)(b) und 5.2(b).

Daraus folgt sofort 4.5(a), denn dort sind V-, und V., vom Typ IN, und
Vq ist wie V., dual vom Typ IN.

<a'

Beweis von 4.5(b): Wende 5.9(a) auf N = (u), mit u € A\ Av an: Beziiglich
einer Ordnung < ist N vom Typ IN mit Minimum u und z* = xv.

Analog: V' =v™1, A=V \ A v =w', N und <'.

Weiter ist NN N C ANA = () und — wegen N = Nv U {u} und N’ =
NV U{u'} —auch (NUN')v=NUN' also NUN' =V.

Erweitere nun < zu einer Relation auf V: x < y gilt noch fiir € N’ und
y € N, sowie fiir z,y € N’ mit y <" z. Zur Einzigkeit siehe 5.4(b).
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7. Endliche und unendliche Mengen.

7.1. Eine Menge M ist endlich, wenn jedes injektive o« : M — M auch
surjektiv ist.

Unendlichkeit 1lauft also auf die Existenz einer injektiven, aber nicht surjek-
tiven Abbildung hinaus. Das Hauptbeispiel ist die Nachfolgerfunktion x — =
einer nichtleeren Kette ohne Maximum. Umgekehrt impliziert die Existenz
einer unendlichen Menge auch die Existenz geordneter Mengen vom Typ IN
und Z [5.9, 5.10(b)], und iiber Gruppen und Ringe vom Typ Z [4.2(b), 4.3(d)]
ergeben sich dann vollstdndig geordnete Korper.

Offenbar ist die leere Menge endlich, auch jede Teilmenge und jedes bijek-
tive Bild einer endlichen Menge, also auch jedes surjektive Bild [ordne jedem
Bildelement ein Urbild zu, mit Hilfe des Auswahlaxioms).

W ist wieder eine Kette vom Typ IN.

7.2. HILFSSATZ. Sei M = AU {b} eine Menge, A endlich.
Dann ist auch M endlich.

Beweis. Sei a: M — M injektiv, aber nicht surjektiv.

Dann ist Ao € A, denn sonst wire Ao = A, also bao = b.

Sei also a € A und aa = b, weiter 7 die Transposition von M mit at = b
(und b7 = a). Dann ist o/ = ar wie a, im Widerspruch zu Ao’ C A.

7.3. LEMMA. (a) Die echten Abschnitte von W sind endlich, und eine
endliche Kette ist zu genau einem solchen Abschnitt isomorph.

(b) Ketten vom Typ IN sind isomorph (schon bekannt), und eine unendliche
Kette hat genau einen Abschnitt vom Typ IN.

Beweis. Der kleinste unendliche Abschnitt von W hat nach 7.2 keinen
Vorgénger, ist also = W. Alles weitere folgt aus dem Isomorphiesatz [6.4].

7.4. DER ZWEITE IN-SATZ VON DEDEKIND.

(a) Eine endliche Menge M ist zu genau einem echten Abschnitt A von W
gleichméchtig (man kann also |[M| = f*(A) definieren).

(b) Genau dann ist eine Menge M unendlich, wenn es eine injektive Abbil-
dung von W in M gibt.

Beweis. (a) Da M eine Wohlordnung besitzt [5.7], existiert nach 7.3(a)
jedenfalls eine bijektive Abbildung von M auf ein A € A*(W).

Ist B wie A, mit A C B, so gibt es eine bijektive Abbildung von B auf A,
und daraus folgt A = B, denn B ist endlich.

(b) Ist & : W — M injektiv, so ist mit W auch Wa unendlich und damit
auch M. Umgekehrt folgt die Existenz von « aus 7.3(b), wieder iiber 5.7.
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8. Endliche Summen und Produkte.

8.1 Sei W eine endliche Kette, H eine Halbgruppe und h: W — H.

Durch 6.3 (Beispiel) wird jedem A € A(W) ein Element 7(A) € H zugeord-
net, mit (@) = 1 und 7 (A*) = 7(A)h(f*(A4)) fiir alle A # W.

Da es nur eine solche Abbildung 7 : A(W) — H gibt, ist = auf A(U) gleich
dem analog zu U € A(W) gehorigen 7.

Da auch jede Teilmenge B von W eine endliche Kette ist, ist auch 7(B) € H
definiert (beziiglich hg), und fir B =W \ A (A € A(W)) folgt per Induktion
nach W noch 7(W) = n(A)n(B), denn mit w = max(W), W; = W \ {w} und
B, = B\ {w} gilt (fir A C W)

7(W) = n(Wy)h(w) = n(A)m(By)h(w) = n(A)m(B)

unter der Annahme, dafi die Behauptung fiir W, anstelle W richtig ist.
Und mehr ist zum Thema geordnete Produkte nicht zu sagen.

8.2. Sei also W jetzt irgendeine endliche Menge und H kommutativ.

Der iibliche Weg zum Produkt der Elemente h, = h(z) (x € W) fiihrt
iitber eine Wohlordnung von W und den Nachweis, daf§ das durch 8.1 gegebene
Produkt unabhéingig ist von der ausgewihlten Wohlordung. Das Ergebnis 1é3t
sich dann so formulieren:

SaTz. Es gibt genau ein 7 : P(W) — H mit «(0) = 1, 7({z}) = h, fir
zeW,und n(XUY) =n(X)n(Y) fiir disjunkte X, Y C W.

Bemerkung. Das analog zu einer Teilmenge U C W (und h)y) gehérige my
ist = m auf P(U) [wegen der Einzigkeit von my].
Aulerdem ist (W) = n(W1)hy, fir w € W und Wy = W\ {w}.

Es folgt ein direkter Beweis fiir den Satz:

Nehme W # () an. Per Induktion ist die Behauptung fiir jedes V. C W
richtig [6.5(b)]. Damit liegt 7(V') fiir diese V’s vor, und mit 7(W') = w(W})h,,
(w, W7 wie oben) ist dann 7 : P(W) — H definiert.

Beim Nachweis der Produktregel ist OBdA w € Y C W = X UY, somit

(W) =a(Wy)h, = n(X)m(Y N Wy)h, = 7(X)7(Y).

8.3. Unter ,Induktion“ verstehe ich offenbar nicht den herkémmlichen
Schluf3 von n auf n+1, sondern das Beweisen unter der Gratis-Zusatzbedingung,
dafl die im jeweiligen Sinne kleineren Objekte die fragliche Eigenschaft haben.
Immer ist jedem der betrachteten Objekte ein Element einer artinsch geord-
neten Menge M zugeordnet. Artinsch bedeutet, daf jede nichtleere Teilmenge
ein minimales Element hat. Gewdhnlich ist M sogar wohlgeordnet oder eine
Menge endlicher Mengen (nach 6.5(b) artinsch beziiglich C).
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8.4. Bei additiver Notation steht ¥,cx h, oder kurz ¥x fiir 7(X).

Die Regeln (1) und (2) ergeben sich mittels Induktion nach W aus den
Grundregeln in 8.2. In (1) ist P eine Partition von W, und in (2) ist y grundsétz-
lich ein Endomorphismus der Halbgruppe H, allgemeiner ein Homomorphismus
in eine weitere Halbgruppe. Man denke aber vor allem an die Elemente eines
Ringes mit additiver Gruppe H.

(1) Xw =XxepXx,
(2) (Zeex ha)y = Ziex hay.
Es folgt das vertraute Ausmultipliziere eines Produktes von Summen:
(3) Yieex hy - Zer k?y = ZmGX,yGY hzky‘
Unter Beachtung von (2) wird dafiir (1) auf die aus den Teilmengen
P, ={(u,y) e X XY |u=uz}
bestehende Partition von W = X x Y angewandt, und genauso folgt

(4) Z:J(:GX, yey gy = EIGXZyGY [

woraus sich umgekehrt auch (3) ergibt, wiederum unter Beachtung von (2).

8.5. Aus (1) resultiert der vertraute anschauliche Umgang mit endlichen
Summen, Klammern diirfen beliebig gesetzt und weggelassen werden.”

Auch summierbare Familien, etwa in einem Banachraum, geniigen dieser
Grundregel,® mit einer gewissen Einschrinkung:

Die Existenz der grofien Summe (links) mufl vorausgesetzt werden, sie folgt
nicht aus der Existenz der rechten Summen (), kénnte immer 1 — 1 sein).

Bei (2) und (3) denke man an eine Banachalgebra, etwa IR oder @'.

Absolut konvergente Reihen sind (absolut) summierbare Familien, und sie
sollten von vornherein als solche aufgefalt werden.
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DEDEKIND UND DIE GRUNDLAGEN

1. Dedekinds Brief an Dr. Hans Keferstein vom 27. Februar 1890.

Wiedergegeben mit freundlicher Erlaubnis der Niederséchsischen Staats- und
Universitédtsbibliothek Gottingen. Signatur: Cod. Ms. Dedekind XII1:19.

Néheres tiber die Vorgeschichte findet sich in dem Buch From Frege to Gddel
von Jean van Heijenoort (Harvard University Press, 1967).

Hochgeehrter Herr Doktor!

Fiir Thren freundlichen Brief vom 14. d. M. und die darin ausgesprochene
Bereitwilligkeit, meiner Entgegnung Gehor zu verschaffen, sage ich IThnen
meinen besten Dank. Doch mochte ich Sie bitten, in dieser Sache Nichts zu
iibereilen und erst dann einen Entschlufl zu fassen, nachdem Sie, wenn Sie Zeit
dazu haben, die wichtigsten Erkldrungen und Beweise in meiner Zahlenschrift
noch einmal genau gelesen und durchdacht haben. Ich halte es namlich fiir
hochst wahrscheinlich, dafl Sie sich dann in allen Punkten zu meiner Auffas-
sung und Behandlung des Gegenstandes bekehren werden, und gerade hierauf
wiirde ich bei weitem den gréfiten Wert legen, weil ich iiberzeugt bin, daf} Sie
wirklich ein tiefes Interesse fiir die Sache hegen.

Um diese Annéherung wo moglich zu beférdern, mochte ich Sie bitten, dem
folgenden Gedankengange, der die Genesis meiner Schrift darstellt, Thre Auf-
merksamkeit zu schenken. Wie ist meine Schrift entstanden? Gewif8 nicht in
einem Tage, sondern sie ist eine nach langer Arbeit aufgebaute Synthese, die
sich auf eine vorausgehende Analyse der Reihe der natiirlichen Zahlen stiitzt, so
wie diese sich, gewissermaflen erfahrungsméfig, unserer Betrachtung darbietet.
Welches sind die von einander unabhéngigen Grundeigenschaften dieser Reihe
N, d.h. diejenigen Eigenschaften, welche sich nicht aus einander ableiten las-
sen, aus denen aber alle anderen folgen? Und wie mufl man diese Eigenschaften
ihres spezifisch arithmetischen Charakters entkleiden, der Art, daf sie sich all-
gemeinen Begriffen und solchen Tétigkeiten des Verstandes unterordnen, ohne
welche iiberhaupt kein Denken moglich ist, mit welchen aber auch die Grund-
lage gegeben ist fiir die Richtigkeit und Vollstdndigkeit der Beweise, wie fiir die
Bildung widerspruchsfreier Begriffs-Erklédrungen.

Stellt man die Frage in dieser Weise, so wird man, wie ich glaube, mit
Gewalt auf folgende Thatsachen gedréngt:

1) Die Zahlenreihe N ist ein System von Individuen oder Elementen, die
Zahlen heilen. Dies fithrt zur allgemeinen Betrachtung von Systemen (§ 1 mei-
ner Schrift).

2) Die Elemente des Systems N stehen in gewisser Beziehung zu einander,
es herrscht eine gewisse Ordnung, die zunéchst darin besteht, dafl zu jeder be-
stimmten Zahl n eine bestimmte Zahl n’, die folgende oder néchst grofiere Zahl
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gehort. Dies fiihrt zur Betrachtung des allgemeinen Begriffes einer Abbildung
¢ eines Systems (§2), und da das Bild ¢(n) einer jeden Zahl n wieder eine Zahl
n', also ¢(N) Teil von N ist, so handelt es sich hier um eine Abbildung ¢ eines
Systems N in sich selbst, welche also allgemein zu untersuchen ist (§4).

3) Auf verschiedene Zahlen a, b folgen auch verschiedene Zahlen o', ’. Die
Abbildung ¢ hat also den Charakter der Deutlichkeit oder Ahnlichkeit (§3).

4) Nicht jede Zahl ist eine folgende Zahl n’, d.h. ¢(N) ist echter Teil von N,
und hierin besteht in Verbindung mit dem Vorhergehenden die _Unendlichkeit
der Zahlenreihe (§5).

5) Und zwar ist 1 die einzige Zahl, welche sich nicht in ¢(NN) findet.
Hiermit sind diejenigen Tatsachen aufgezéhlt, in welchen Sie (S.124. 7Z.8-14)
den vollstdndigen Charakter eines geordneten einfach unendlichen Systems
erblicken.

6) Aber ich habe in meiner Entgegnung (I1I) gezeigt, dafl diese Thatsachen
noch lange nicht ausreichen, um das Wesen der Zahlenreihe N vollstindig zu
erfassen. Alle diese Tatsachen wiirden auch noch fiir jedes System S gelten,
welches aufler der Zahlenreihe N noch ein System 7' von beliebigen anderen
Elementen enthilt, auf welches die Abbildung ¢ sich stets so ausdehnen l48t,
daB sie den Charakter der Ahnlichkeit behlt, und daB o(T) = T wird. Aber
ein solches System ist offenbar etwas ganz Anderes als unsere Zahlenreihe N,
und ich koénnte es so wihlen, dafl in ihm kaum ein einziger der arithmetischen
Satze bestehen bliebe. Was muf} also zu den bisherigen Thatsachen noch hinzu
kommen, um unser System von solchen fremden, alle Ordnung stérenden Ein-
dringlingen wieder zu reinigen? Dies war einer der schwierigsten Punkte in
meiner Analyse, und seine Uberwindung hat ein langes Nachdenken erfordert.
Setzt man die Kenntnis der natiirlichen Zahlenreihe N schon voraus und erlaubt
sich demgem#f eine arithmetische Ausdrucksweise, so hat man ja leichtes Spiel;
man braucht nur zu sagen: ein Element gehért dann und nur dann der Reihe NV
an, wenn ich, von dem Element 1 ausgehend, durch bestdndig wiederholtes Wei-
terzdahlen, d. h. durch eine endliche Anzahl von Wiederholungen der Abbildung
¢ (vergl. den Schlufl von 131 meiner Schrift) wirklich einmal zu dem Element
n gelange, wahrend ich auf diese Weise niemals zu einem der Reihe N fremden
Element ¢ gelange. Aber dieser Weg, den Unterschied zwischen den aus S wie-
der auszutreibenden Elementen ¢ und den allein beizubehaltenden Elementen
n zu charakterisieren, ist doch fiir unsere Zwecke génzlich unbrauchbar, es ent-
steht ja ein circulus vitiosus der schlimmsten und auffilligsten Art. Die bloflen
Worte ,,endlich einmal hinkommen“ thun es natiirlich auch nicht, sie wiirden
nicht mehr helfen als etwa die Worte ,, karam sipo tatura“, die ich augenblick-
lich erfinde, ohne ihnen einen deutlich erklirten Sinn zu geben. Also: wie kann
ich, ohne irgend welche arithmetische Kenntnis voraus zu setzen, den Unter-
schied zwischen den Elementen n und t unfehlbar begrifflich bestimmen? Ganz
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allein durch die Betrachtung der Ketten (37, 44 meiner Schrift), durch diese
aber auch vollstdndig! Will ich meinen Kunstausdruck ,,Kette“ vermeiden, so
werde ich sagen: ein Element n von S gehort dann und nur dann der Reihe
N an, wenn n Element jedes solchen Theils K von S ist, welcher die doppelte
Eigenschaft besitzt, daf§ das Element 1 in K enthalten ist, und daf§ das Bild
©(K) Teil von K ist. In meiner Kunstsprache: N ist die Gemeinheit 1, oder
@o(1) aller derjenigen Ketten K (in .S), in denen das Element 1 enthalten ist.
Erst hierdurch ist der vollstindige Charakter der Reihe festgestellt. — Hierzu
bemerke ich beildufig Folgendes: Die ,,Begriffsschrift* und die ,,Grundlagen der
Arithmetik* von Frege sind zum ersten Male im letzten Sommer (1889) auf
kurze Zeit in meine Hénde gelangt, und ich habe mit Vergniigen gesehen, dafl
seine Art, das mittelbare Folgen eines Elementes auf ein anderes in einer Reihe
zu erkldren, im Wesentlichen mit meinen Ketten-Begriffen (37, 44) {iberein-
stimmt, man muf sich nur durch seine etwas unbequeme Ausdrucksweise nicht
zuriickschrecken lassen.

7) Nachdem in meiner Analyse der wesentliche Charakter des einfach
zusammenhingenden Systems, dessen abstrakter Typus die Zahlenreihe IV ist,
erkannt war (71, 73), fragte es sich: existiert {iberhaupt ein solches System in
unserer Gedankenwelt? Ohne den logischen Existenz-Beweis wiirde es immer
zweifelhaft bleiben, ob nicht der Begriff eines solchen Systems vielleicht innere
Widerspriiche enthilt. Daher die Notwendigkeit solcher Beweise (66, 72 meiner
Schrift).

8) Nachdem auch dies festgestellt war, fragte es sich: liegt in dem Bisherigen
auch eine ausreichende Beweismethode, um Sétze, die fiir alle Zahlen gelten
sollen, allgemein zu beweisen? Ja! Der beriihmte Induktions-Beweis ruht auf
der sicheren Grundlage des Ketten-Begriffs (59, 60, 80 meiner Schrift).

9) Endlich: Ist es auch méglich, die Definitionen fiir Zahlen-Operationen
widerspruchsfrei fiir alle Zahlen aufzustellen? Ja! Dies wird durch den Satz 126
in meiner Schrift in der That geleistet.

Damit war die Analyse beendigt, und der synthetische Aufbau konnte begin-
nen; es hat mir doch noch Miihe genug gemacht! Auch der Leser meiner Schrift
hat es wahrlich nicht leicht; aufler dem gesunden Menschenverstande gehort
auch noch ein sehr starker Wille dazu, um Alles vollstéindig durchzuarbeiten.

Ich wende mich nun noch zu einigen Stellen Threr Abhandlung, die ich in
meiner neulichen Entgegnung nicht erwiahnt habe, weil sie weniger wichtig sind;
vielleicht werden aber meine darauf beziiglichen Bemerkungen noch einiges zur
Klarung der Sache beitragen.

a) S.121. Z.19. Weshalb wird hier von einem Theile gesprochen? Eine
Anzahl schreibe ich spéter (161 meiner Schrift) jedem endlichen Systeme und
nur einem solchen zu.
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b) S.122. Z.8. Hier findet sich eine Verwechselung zwischen Abbildung
und Bild; statt , Abbildung @(S")*“ miifite es heiflen ,,Abbildung ¢ des Systems
S’¢. Nicht ¢(S”), sondern @ ist eine Abbildung (der abbildende Maler), die aus
dem System (Original) S” das Bild @(S") = S erzeugt. Solche Verwechselungen
konnen aber bei unserer Untersuchung recht gefihrlich werden.

c) S.123. Z.29-31. Diese Worte mogen vielleicht auf Frege passen, auf mich
gewifl nicht. Die Zahl 1 als Grundelement der Zahlenreihe wird von mir mit
vollkommener Bestimmtheit erklart in 71, 73, und die Anzahl 1 ergiebt sich
ebenso im Satze 164 als Folge der allgemeinen Erklarung 161. Hierzu darf gar
Nichts weiter hinzugefiigt werden, wenn nicht eine Triibung eintreten soll.

d) S.123. Z.29-31. Dies ist schon durch die vorhergehende Bemerkung c)
erledigt. Und wie wiirde wohl die groflere Sicherheit und die geringere Weit-
laufigkeit sich thatséchlich gestalten?

e) S.124. 7Z.21-24. Der Sinn dieser Zeilen (sowie der vorhergehenden und
nachfolgenden) ist mir nicht ganz deutlich. Soll hier etwa der Wunsch ausge-
sprochen sein, meine Definition der Zahlenreihe und der Aufeinanderfolge des
Elementes n' auf das Element n wo moglich anzulehnen an eine anschauliche
Reihe? Dem wiirde ich mich mit grofiter Bestimmtheit widersetzen, weil sofort
die Gefahr entsteht, aus einer solchen Anschauung vielleicht unbewufit auch
Sétze als selbstverstdndlich zu entnehmen, die vielmehr ganz abstrakt aus der
logischen Definition von N abgeleitet werden miissen. Wenn ich n’ das auf n
folgende Element nenne (73), so soll das lediglich ein neuer Kunstausdruck sein,
durch dessen Benutzung ich nur einige Abwechslung in meine Sprache bringe;
diese Sprache wiirde noch einférmiger und abschreckender klingen, wenn ich auf
diese Abwechslung verzichten und n’ immer nur das Bild ¢(n) von n nennen
miiffte. Aber der eine Ausdruck soll genau dasselbe bedeuten wie der andere.

f) S.124. 7.33 — S.125. Z.7. Das in der dritten Zeile meiner Erklérung 73
gewahlte Wort ,lediglich® soll doch offenbar die einzige Einschrankung bezeich-
nen, welcher das unmittelbar vorhergehende Wort , génzlich zu unterwerfen
ist; liele man diese Einschrinkung fallen, nihme also das Wort ,,génzlich“ in
seinem vollen Sinne, so wiirde auch die Unterscheidbarkeit der Elemente wegfal-
len, welche doch fiir den Begriff des einfach unendlichen Systems unentbehrlich
ist. Mir scheint daher dieses ,lediglich“ durchaus nicht iiberfliissig, sondern
notwendig zu sein. Ich verstehe nicht, wie dies einen Anstof erregen kann.

Indem ich meinen zu Anfang geduflerten Wunsch wiederhole und Sie bitte,
die Ausfiihrlichkeit meiner Ertrterungen entschuldigen zu wollen,
verbleibe ich mit grofiter Hochachtung

Braunschweig, Ihr ergebenster

27. Februar 1890. R. Dedekind.

Petrithorpromenade 24.
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