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Vorwort des Herausgebers

Der schnelle technische Fortschritt im Turbomaschinenbau, der durch extreme technische Forde-
rungen und starken internationalen Wettbewerb geprigt ist, verlangt einen effizienten Austausch
und die Diskussion von Fachwissen und Erfahrung zwischen Universititen und industriellen
Partnern. Mit der vorliegenden Reihe haben wir versucht, ein Forum zu schaffen, das neben
unseren Publikationen in Fachzeitschriften die aktuellen Forschungsergebnisse des Instituts fiir
Thermische Stromungsmaschinen am Karlsruher Institut fiir Technologie (KIT) einem moglichst
groBen Kreis von Fachkollegen aus der Wissenschaft und vor allem auch der Praxis zugéinglich
macht und den Wissenstransfer intensiviert und beschleunigt.

Flugtriebwerke, stationdre Gasturbinen, Turbolader und Verdichter sind im Verbund mit den
zugehorigen Anlagen faszinierende Anwendungsbereiche. Es ist nur natiirlich, dass die me-
thodischen Losungsansitze, die neuen Messtechniken, die Laboranlagen auch zur Losung von
Problemstellungen in anderen Gebieten - hier denke ich an Otto- und Dieselmotoren, elektrische
Antriebe und zahlreiche weitere Anwendungen - genutzt werden. Die effiziente, umweltfreund-
liche und zuverldssige Umsetzung von Energie fiihrt zu Fragen der ein- und mehrphasigen Stro-
mung, der Verbrennung und der Schadstoffbildung, des Warmeiibergangs sowie des Verhaltens
metallischer und keramischer Materialien und Verbundwerkstoffe. Sie stehen im Mittelpunkt
ausgedehnter theoretischer und experimenteller Arbeiten, die im Rahmen nationaler und inter-
nationaler Forschungsprogramme in Kooperation mit Partnern aus Industrie, Universitdten und
anderen Forschungseinrichtungen durchgefiihrt werden.

Es sollte nicht unerwihnt bleiben, dass alle Arbeiten durch enge Kooperation innerhalb des In-
stituts gepragt sind. Nicht ohne Grund ist der Beitrag der Werkstétten, der Technik-, der Rechner-
und Verwaltungsabteilungen besonders hervorzuheben. Diplomanden und Hilfsassistenten tra-
gen mit ihren Ideen Wesentliches bei, und natiirlich ist es der stets freundschaftlich fordernde
wissenschaftliche Austausch zwischen den Forschergruppen des Instituts, der zur gleichbleibend
hohen Qualitit der Arbeiten entscheidend beitrdgt. Dabei sind wir fiir die Unterstiitzung unserer
Forderer auBerordentlich dankbar.

Die detaillierte numerische Berechnung der Zerstiubung von Ol oder Kerosin in gasturbinentypi-
schen Brennstoftfdiisen im Rahmen der Berechnung des gesamten Verbrennungsvorgangs ist mit
derzeitigen CFD-Verfahren aufgrund des immensen numerischen Aufwands noch nicht moglich.
Der Zerstaubungsvorgang und die gesamte Gemischbildung stellen jedoch den Schliissel zu einer
stabilen schadstoffarmen Verbrennung dar. Momentan werden die Fliissigphase und die Gaspha-
se in einer Euler-Lagrange-Methode separat berechnet und tiber den Austausch von Quelltermen
miteinander gekoppelt. Die Startbedingungen der Tropfen werden entweder durch aus Expe-
rimenten abgeleitete Korrelationen oder durch hochaufgeldste numerische Verfahren, z.B. der
relativ jungen Smoothed-Particle-Hydrodynamics (SPH), bestimmt und dann dem Lagrange-
Teil der Berechnung iibergeben. Diese Methode hat sich zwar bewihrt, ist aber beziiglich der
Genauigkeit und des Detaillierungsgrads der Randbedingungen der Fliissigphase begrenzt. Es
wire deshalb vorteilhaft, eine direktere Kopplung der Berechnung des Zerstaubungsprozesses
und der Berechnung der reagierenden Zweiphasenstromung herzustellen. In diesen Kontext ist
der vorliegende Band der Schriftenreihe einzuordnen. Der Autor befasst sich mit der Methodik



der Einbettung einer hochaufgeldsten SPH-Rechnung in die Stromungsrechnung mit Hilfe eines
klassischen Finite-Volumen (FV) CFD-Verfahrens. Die physikalisch-mathematische Verkniip-
fung dieser beiden sehr unterschiedlichen numerischen Verfahren ist extrem anspruchsvoll. Es
ist deshalb notwendig, sich in einem ersten Schritt auf laminare einphasige Anwendungen zu be-
schrinken. Die Ansitze lassen sich anschlieend auf turbulente und mehrphasige Stromungsfille
erweitern. Ein Schwerpunkt der vorliegenden Arbeit liegt darin, eine hohe Qualitit der Methode
sicherzustellen und gleichzeitig ihre numerische Effizienz und ihre Robustheit zu demonstrie-
ren. Der erarbeitete Kopplungsansatz ermoglicht grofe Freiheiten bei der Wahl der Position der
Schnittstelle zwischen SPH- und FV-Verfahren. Gleichzeitiges Ein- bzw. Ausstromen an ein und
derselben Schnittstelle ist moglich, auch fiir zeitlich stark schwankende Stromungsfelder. Mit
Hilfe von ausgewihlten Validierungsfillen unterschiedlicher Komplexitéit wird der Nachweis der
Anwendbarkeit der Methode fiir brennkammertypische stationére und instationire Strémungen
gefiihrt. Somit ist es dem Autor gelungen, wesentliche Voraussetzungen fiir eine vollstindig
gekoppelte Berechnung der Gemischaufbereitung und der Verbrennung fliissiger Brennstoffe in
realen Gasturbinen- und Flugtriebwerksbrennkammern zu schaffen.

Karlsruhe, im Februar 2023 Hans-Jorg Bauer



Vorwort des Autors

Der Grundstein fiir die vorliegende Arbeit wurde durch meine Titigkeit als Industriedoktorand
in der Technologieabteilung fiir Gasturbinenverbrennungssysteme der Power Generation Divi-
sion der Siemens AG (heute: Teil der Siemens Energy Global GmbH & Co. KG) gelegt. Die
wissenschaftliche Betreuung der Arbeit wurde von dem Institut fiir Thermische Stromungs-
maschinen (ITS) des Karlsruher Instituts fiir Technologie (KIT) geleistet. Das ITS betreute
mich auch, als ich den GroBteil des vorliegenden Werks neben meiner Vollzeitbeschiftigung
als Entwicklungsingenieur bei Siemens Energy erarbeitete. Ich mochte mich herzlich bei allen
Wegbegleitern bedanken, die mich dabei unterstiitzt haben, die vorliegende Arbeit trotz der
langjdhrigen Doppelbelastung aus Job und Promotionsvorhaben erfolgreich abzuschlieen.

Mein Dank gilt an erster Stelle dem Institutsleiter des ITS, Prof. Dr.-Ing. Hans-J6rg Bauer, der
mir als institutsexternem Doktoranden die Moglichkeit zur Durchfiihrung und Veroffentlichung
meiner Arbeit unter Nutzung der exzellenten Infrastruktur des Instituts ermoglichte. Ich fiihlte
mich wihrend meiner Aufenthalte am ITS immer willkommen und konnte jederzeit wertvolle
Denkanstoe mitnehmen. Ich danke ihm auflerdem fiir sein Interesse an meiner Arbeit sowie
fiir die Ubernahme des Hauptreferats. Ebenso bedanke ich mich bei Prof. Dr.-Ing. Matthias
Teschner fiir die Ubernahme des Korreferats sowie fiir die anregenden Diskussionen iiber meine
Arbeit und die SPH-Methode am Priifungstag.

Mein besonderer Dank geht an den Leiter der Abteilung fiir Brennkammerentwicklung des ITS,
Dr.-Ing. Rainer Koch, fiir die exzellente Betreuung wihrend meiner gesamten Zeit als Doktorand.
Ich konnte jederzeit von gemeinsamen Diskussionen meiner Ergebnisse und Ideen sowie von
seinen wertvollen Ratschldgen profitieren. Er half mir auch, mich — bei aller Komplexitit des
Themas — auf den Fokus zu konzentrieren. Ich hoffe, dass wir auch in Zukunft in Projekten rund
um das Thema Gasturbine zusammenarbeiten konnen.

Dr.-Ing. Werner Krebs, Experte fiir Verbrennungssysteme bei Siemens Energy, danke ich im
Besonderen dafiir, mir mein Promotionsvorhaben seitens der Siemens AG ermoglicht zu haben.
Es freut mich, dass wir heute zusammen bei Siemens Energy weiter an vielen interessanten
Themen arbeiten. Ihm und Dr. Juan Enrique Portillo Bilbao bin ich fiir die Betreuung wéhrend
meiner ersten Jahre als Doktorand iiberaus dankbar. Ich danke aulerdem meinem ehemaligen
Gruppenleiter Dr.-Ing. Bertram Janus und meinem Abteilungsleiter Dr.-Ing. Christoph Kortschik
fiir die firmenseitige Unterstlitzung meines Promotionsvorhabens wihrend meiner Vollzeitbe-
schiftigung bei Siemens Energy. Die mir zeitweise geschaffenen Freirdume waren fiir mich von
groBem Wert, um diese Arbeit erfolgreich abschlieBen zu kdnnen.

Wihrend der Durchfiihrung der Arbeit konnte ich sowohl am ITS als auch bei Siemens Ener-
gy viele Kolleginnen und Kollegen kennenlernen. Fiir die motivierenden Worte, das wert-
volle Feedback, die frischen DenkanstoBe sowie die spannenden und horizonterweiternden
Diskussionen bedanke ich mich im Besonderen bei Dr.-Ing. Christian Beck, Dr.-Ing. Samu-
el Braun, Dr. Geoffroy Chaussonnet, Dr.-Ing. Thilo Dauch, Dr.-Ing. Stefan Dederichs, Patrick
Flohr, Dr.-Ing. Matthias Hase, Arnold Herrgen, Dr.-Ing. Michael Huth, Dr.-Ing. Marc Kel-
ler, Dr.-Ing. Jiirgen Meisl, Dr.-Ing. Bernd Prade, Dr.-Ing. Corina Schwitzke, Isolde Siebelist,
Dr. Giinther Walz, Dr.-Ing. Lars Wieth und Dr.-Ing. Benjamin Witzel.



Nicht minder wichtig als die fachliche Unterstiitzung waren der Riickhalt und die Geduld meiner
lieben Familie und Freunde. Besonders mochte ich mich bei meinen Eltern bedanken, die
zum einen das Korrektorat der vorliegenden Arbeit iibernommen haben. Zum anderen haben
sie mir durch ihre hingebungsvolle Unterstiitzung und ihre wertvollen Ratschlige wihrend
meiner schulischen und studentischen Laufbahn erst mein Promotionsvorhaben ermdoglicht.
Tausend Dank dafiir, dass ihr mir stets den Riicken freigehalten habt. Mein Dank an meine
Verlobte, Niyoucha, ist in gleicherweise nicht in Worte zu fassen: Bis zum Bestehen meiner
Promotionspriifung kannte sie mich nur im ,,Doppelpack® mit meinem Promotionsvorhaben.
Obwohl sie daher iiber lange Zeit viel Mut, Geduld und Kraft aufbringen musste, schaffte sie es
jederzeit, fiir die notige Entlastung und emotionale Unterstiitzung zu sorgen und mich in weniger
produktiven Phasen wieder zu ermutigen. Du hast einen groBartigen Beitrag zum Gelingen dieser
Arbeit geleistet.

Recklinghausen, im Juni 2023 Bastian Werdelmann
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Symbolverzeichnis

Formelzeichen Einheit Beschreibung

Lateinische Symbole

A m? Fliche

D m Durchmesser

G Komponente des Gradienten G

H m Hohe

K 1/s Vorfaktor der Druckrelaxation

L m Lange

L Variation der Wellenamplitude

M - Normierter und zeitlich gemittelter Massenstrom

R Globales kartesisches Koordinatensystem

R - Reflexionskoeffizient

S m? Oberfliche

T S Physikalisches Zeitinterval

Vv m> Volumen

Ve m3/s Volumenquellterm der Partikel durch Randinteraktion

X Komponente des Zustandsvektors X

Y Komponente des Zustandsvektors Y

bas — Wichtungsfaktor zur Bestimmung des Anteils des Randseg-
ments s an der Massenidnderung des Partikels a

b, — Wichtungsfaktor bei der Interpolation von Funktionswerten
innerhalb des Tetraeders ¢

c m/s Schallgeschwindigkeit

const Konstant

d m Abstand

dp m’ s/kg Diffusionskoeffizient des Fluiddrucks p

d, m?/s Diffusionskoeffizient der Fluiddichte p

dy m?/s Diffusionskoeffizient des Skalarfelds

dwy m?/s Diffusionskoeffizient des Vektorfelds ¥

dm kg Totales Differential der Masse m

ds m? Infinitesimal kleines Oberflichenelement

dv m> Infinitesimal kleines Volumenelement



vi Symbolverzeichnis

dsw 1/m? Totales Differential des Kernels durch Partikelverschiebung

f - Funktion zur Berechnung des Kernels

f - Ableitung der Funktion f nach dem dimensionslosen Abstand
q

f 1/s Frequenz

fo 1/s Minimale Frequenz

fe 1/s Grenzfrequenz passierender Wellen

h m Glattungslange

[ m Lénge

m kg Masse

m kg/s Massenquellterm

] kg/s Massenstrom

i kg/s Konvektiver Massenstrom der Randfldchen

ny kg/s Partikelmassenstrom

Hp. kg/s Konvektiver Massenstrom der Partikel

My d kg/s Partikelmassenstrom durch Dichtediffusion

My de kg/s Partikelmassenstrom durch Dichtekorrektur

Mg ¢ kg/s Konvektiver Massenstrom der Randsegmente

m?B kg/s Massenquellterm der Partikel durch Randinteraktion

n - Anzahl raumlicher Dimensionen

p kg/(ms?)  Fluiddruck

Poo kg/(ms*)  Zielwert des Fluiddrucks am Rand

DPao kg/(ms?)  Hintergrunddruck des Partikels a

Pab kg/(ms?) Kombinierter Pseudodruck der Partikel a und b

q - Mit Glattungsldange i normierter Abstand r

qm Mit Glattungslange i normierter Radius ry,

r m Betrag des Ortsvektors r

r m Abstand

r m Radius

T'm m Radius des Einflussgebiets des Kernels

s m?/(s>K)  Spezifische Entropie

t S Physikalische Zeit

u m/s Betrag der Fluidgeschwindigkeit

u m/s Komponente der Fluidgeschwindigkeit

i m/s Réiumlich gemittelte Komponente u der Fluidgeschwindigkeit

v Zeitpunkt
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w 1/m?
W 1/m?
X,y m
X1, X2, X3 m

Kernel
Korrigierter Kernel (Shepard-Filter)
Kartesische Koordinaten des globalen Koordinatensystems R

Kartesische Koordinaten

Vektoren aus lateinischen Symbolen

Fy

F,

Fy

G

G

L

S kgm/s?
5* kg/(m?s?)
X

Y

Z

as m/s?
e _

n _

u m/s
a m/s
a m/s
r m

r m

r

r m

r m

r, m

Flussvektor des Skalars ¢

Konvektiver Teil des Flussvektors
Diffusiver Teil des Flussvektors

Gradient der Komponente X

Gradient zur linearen Extrapolation
Variationen der Wellenamplituden £
Impulsquellterm

Anteil des Impulsquellterms S
Zustandsvektor primitiver Variablen
Zustandsvektor charakteristischer Variablen

Zustandsvektor konservativer Variablen

Partikelbeschleunigung durch Partikelverschiebung
Basisvektor

Linker Eigenvektor
Normaleneinheitsvektor
Fluidgeschwindigkeit
Partikelgeschwindigkeit
Transportgeschwindigkeit
Abstandsvektor
Ortsvektor

Rechter Eigenvektor
Spezieller Ortsvektor
Spezieller Ortsvektor

Mittlerer Partikelabstandsvektor am Partikel a

Matrizen aus lateinischen Symbolen

A

D

D

Jacobi-Matrix
Sonstige Matrix

Teil der Matrix D’g
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D,

D, . D,

Fo

Fz

F.

F,

I _

L _

L

L

R

R

R _

T _

Griechische Symbole

A, m

Am kg

Am kg/s

Am, kg/s

Ap kg/(ms?)

At S

Q

n -

y _

S _

om kg

ot S

€ _

m, 12 m
m/s

M kg/(ms)

3 m

Sonstige Matrix

Teile der Matrix D),

Matrix der Flussvektoren des Vektors @
Matrix der Flussvektoren des Vektors Z
Konvektiver Teil der Matrix der Flussvektoren
Diffusiver Teil der Matrix der Flussvektoren
Einheitsmatrix

Korrekturmatrix des Kernel-Gradienten
Spaltenvektor der linken Eigenvektoren 1
Teil der Matrix L

Zeilenvektor der rechten Eigenvektoren r
Teil der Matrix R

Rotationsmatrix

Transformationsmatrix

Ausdehnung des Partikels a in Normalenrichtung des Rands
Differenz zwischen Masseninkrementen
Massenstromdifferenz

Konvektive Massenstromdifferenz

Fluiddruckdifferenz

Zeitlicher Versatz

Gebiet

Vorfaktor zur Berechnung des Kernels
Konstante der Zustandsgleichung
Dirac-Funktion

Masseninkrement

Zeitschrittweite

Normalisierter Fehler

Kartesische Koordinaten des lokalen Koordinatensystems R’
(tangential zum Rand)

Ausbreitungsgeschwindigkeit bzw. Eigenwert
Dynamische Viskositit

Kartesische Koordinate des lokalen Koordinatensystems R’
(orthogonal zum Rand)
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P kg/m’
P kg/m’
o _

¢

¢

¢

¥

w 1/s

w 1/s

Regelparameter bei der Partikelverschiebung
Fluiddichte

Fluiddichte iliber diskrete Approximation
Regelparameter fiir die Reflexion eines Rands
Allgemeine Transportgrofie
Stromungsvariable

Zeitlicher Mittelwert der Variable ¢
Beliebiges Skalarfeld

Kreisfrequenz

Wirbelstirke
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1 Einleitung

Gasturbinen werden heutzutage zur Stromerzeugung sowie als Antriebe in der Luftfahrt und
verschiedenen Industriebereichen eingesetzt. Auch zukiinftig wird der Gasturbine eine hohe
Bedeutung beigemessen. Unter anderem wird sie im Zuge der Energiewende zum einen als
Ubergangstechnologie bis zum Erreichen einer klimaneutralen Stromerzeugung benétigt. Zum
anderen miissen auch zukiinftig wetterunabhingige Stromquellen als Alternative zu den erneuer-
baren Energien vorgehalten werden. Insbesondere im Zusammenhang mit nachhaltig produzier-
tem Wasserstoff riickt die Gasturbine immer mehr in den Fokus der Klimapolitik. Zudem wird
die Gasturbine als Antriebstechnologie in der Luftfahrt auf unbestimmte Zeit konkurrenzlos
bleiben.

Aus klimapolitischen und wirtschaftlichen Griinden ist die Verbesserung des Wirkungsgrads
eines der bedeutendsten Ziele bei der Entwicklung von Gasturbinen. Eine wesentliche Erhohung
des thermischen Wirkungsgrads kann durch eine Anhebung des Gesamtdruckverhiltnisses und
der Turbineneintrittstemperatur realisiert werden. Hierbei stellen unter anderem die strengen
Auflagen zur Einhaltung von Grenzwerten der Stickoxidemissionen eine enorme Herausforde-
rung dar. Die Bildung der Stickoxide wird besonders durch lokale Temperaturspitzen bei der
Verbrennung begiinstigt. Insbesondere in der Luftfahrt stellt eine Abgasnachbehandlung keine
Option dar. Somit kann die Einhaltung der Stickoxidemissionsgrenzwerte einzig durch eine
Optimierung der Brennstoff/Luft-Gemischbildung realisiert werden.

Sowohl in Strahltriebwerken als auch zum Teil in stationdren Gasturbinen werden Fliissigbrenn-
stoffe eingesetzt.! Bei der Anwendung von Fliissigbrennstoften sind der Gemischbildung duBerst
komplexe physikalische Prozesse iiberlagert. In diesem Zusammenhang ist insbesondere die Pri-
mirzerstiubung des Brennstoffs zu nennen. Als Beispiel eines luftgestiitzten Zerstidubers ist die
Eindiisung von Fliissigstrahlen in eine Luftquerstromung zu nennen. Dieses Prinzip ist anhand
eines Ausschnitts einer Vormischpassage eines Verbrennungssystems in Abb. 1.1 skizziert. Der
Brennstoff wird iiber eine Brennstofflanze in die Vormischpassage gefiihrt und an mehreren Stel-
len quer zur Luftstromung eingediist. Durch die auf den Strahl einwirkenden aerodynamischen
Krifte zerfillt dieser in Ligamente und winzige Tropfchen. Durch eine verstérkte Zerstaubung
wird die Vorverdunstung und damit die Brennstoff/Luft-Gemischbildung verbessert. Eine Opti-
mierung eines solchen Zerstiubers ist daher ausschlaggebend, um die strengen Emissionsziele
zu erreichen. Durch stindige Verschirfungen dieser Ziele werden zukiinftig immer genauere
Auslegungsmethoden sowie ein tieferes Verstindnis liber den Zerstaubungsprozess benotigt.

Bei der Entwicklung von Brennstoftzerstdubern werden zum heutigen Stand vornehmlich se-
miempirische Korrelationen und Berechnungsansétze sowie experimentelle Methoden angewen-
det. Die Korrelationen und Berechnungsansitze sind insbesondere fiir die Primirzerstaubung
ungenau und nur fiir eingeschrinkte Betriebs- und Geometriebereiche giiltig. Zerstiubungsex-
perimente sind mit einem signifikanten Zeit- und Kostenaufwand verbunden. Zudem ist die
Durchfiihrung der Experimente bei den in der Gasturbine vorherrschenden Driicken und Tem-
peraturen nahezu unmoglich. Dariiber hinaus erfordert die optische Zuginglichkeit des Zerstiu-
bungsbereichs meist eine betrachtliche Vereinfachung der Geometrie des technischen Systems.

'In stationiren Gasturbinen werden Fliissigbrennstoffe meist als Ersatzbrennstoff vorgehalten.



2 Einleitung

FV-Rechengebiet SPH-Rechengebiet
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Abbildung 1.1: Ausschnitt einer Vormischpassage, in der Brennstoffstrahlen durch die
Einwirkung einer Luftquerstromung in winzige Tropfchen zerstiubt
werden

Detaillierte Messungen im Diisennahbereich sind aulerdem aufgrund der hohen Tropfchendichte
nicht moglich. Aus den genannten Griinden sind die durch Experimente gewonnenen Erkennt-
nisse sowie deren Ubertragbarkeit auf technische Systeme somit eingeschriinkt. Die tatsichliche
Leistungsfihigkeit der Zerstduber wird daher erst spit im Entwicklungsprozess festgestellt. Die
Umsetzung potenziell notwendiger Modifikationen der Zerstiduber wird hierdurch erschwert. Die
auf Experimenten basierende Auslegung der Zerstauber wird daher zukiinftig zum Erreichen
der strengen Emissionsziele nicht mehr ausreichen.

Die Direkte Numerische Simulation (DNS) kann hier Abhilfe leisten. Durch die direkte rdum-
liche Auflosung der Phasengrenzen zwischen der Luft und dem Fliissigbrennstoff ist dieser
Simulationsansatz allgemeingiiltig und genau. Dartiiber hinaus konnen die Unzuldnglichkeiten
der experimentellen Auslegungsmethodik vermieden werden: Prinzipiell konnen mit der DNS
beliebige Zerstdubergeometrien bei realistischen thermodynamischen Randbedingungen und in
einer enormen Detailtiefe untersucht werden. Aufgrund enormer Anforderungen an die Re-
chenkapazititen zur Durchfiihrung dieser Simulationen wird die DNS bei der Entwicklung von
Fliissigbrennstoffsystemen heutzutage allerdings noch kaum angewendet. Im Hinblick auf eine
stetig anwachsende Verfiigbarkeit von Rechenressourcen wird eine breitere Anwendbarkeit der
direkten Simulation des Zerstaubungsprozesses aber immer greifbarer. Es ist demnach erstre-
benswert, die Genauigkeit, Effizienz und Skalierbarkeit dieser Methoden weiter zu verbessern.

Im Bereich der Zerstiubungssimulation sind die gitterbasierten Methoden Volume of Fluid
(VoF) nach Hirt und Nichols (1981) und Level Set (LS) nach Osher und Sethian (1988) eta-
bliert.? Jedoch sind gitterbasierte Methoden zur Berechnung von Zerstdubungsvorgingen per
se nicht optimal geeignet. Als wesentlicher Nachteil ist die Grenzflachendiffusion zu nennen.
Aufgrund dieses Problems miissen die Phasengrenzflachen zu jedem Zeitschritt durch aufwin-
dige und fehleranfillige Verfahren rekonstruiert werden. Bei der partikelbasierten Smoothed-
Particle-Hydrodynamics(SPH)-Methode (Gingold und Monaghan, 1977; Lucy, 1977) tritt dieses

2 Anwendungen der Methoden auf die Simulation der Primirzerstiubung konnen z. B. in den Arbeiten von
Meénard et al. (2007), Herrmann (2010) und Desjardins et al. (2013) gefunden werden.



Problem nicht auf, da die Phasengrenzen auf eine natiirliche Weise durch die Bewegung von
Partikeln advektiert werden. Hofler (2013) legt dar, dass die SPH-Methode bei der Simula-
tion der Primérzerstiubung wesentliche Vorteile bietet. Zudem zeigt Braun (2018), dass die
SPH-Methode hinsichtlich der Rechenzeit effizienter und skalierbarer ist als die bisher genutz-
ten Methoden. Demnach sollte die SPH-Methode bei der Berechnung der Primérzerstiubung
zukiinftig angewendet werden.

Dennoch ist die Rechenzeit bei der direkten Simulation der Primérzerstdubung immens. Aus die-
sem Grund konnten die Rechengebiete auch bei der SPH-Simulation bisher nur auf den Bereich
der Primirzerstaubung begrenzt werden. Eine isolierte Betrachtung des Priméarzerstdubungs-
bereichs ist allerdings nicht zielfiihrend. Technisch relevante und mit der Primérzerstdubung
gekoppelte Stromungsprozesse bleiben dadurch unberiicksichtigt. Hierzu zihlen z. B. die Stro-
mungsfiihrung innerhalb des Verbrennungssystems, die Dynamik kleiner Tropfchen und die
Verbrennung. Dariiber hinaus ist das Stromungsfeld unmittelbar im raumlichen Bereich der
Primérzerstaubung hochgradig instationédr und komplex. Die Aufpriagung realistischer Randbe-
dingungen an einem isolierten Primirzerstiubungsgebiet erweist sich daher als schwierig, wenn
nicht als unmoglich. Aus diesen Griinden ist es wichtig, das Rechengebiet liber die Grenzen des
Zerstdubungsgebiets hinaus zu erweitern. Zur Simulation der Stromung in Verbrennungssyste-
men auBBerhalb des Primérzerstaubungsgebiets erweist sich die Finite-Volumen(FV)-Methode als
besonders geeignet. Effiziente numerische Ansétze zur Modellierung komplexer Strémungspro-
zesse wurden iiber Jahrzehnte fiir die FV-Methode entwickelt. Hierzu zédhlen unter anderem die
Turbulenzmodellierung mit der Large Eddy Simulation (LES), der statistische Euler-Lagrange-
Ansatz zur Modellierung der Dynamik kleiner Tropfchen, Verbrennungsmodelle sowie adaptive
und flexible Gitterverfeinerungsmethoden. Eine Implementierung dieser Ansitze in der SPH-
Methode erscheint hingegen als nicht sinnvoll. Insbesondere das Fehlen geeigneter Ansitze
zur Anpassung der lokalen Partikeldichte verbietet die Anwendung der SPH-Methode aufer-
halb des Primirzerstiubungsbereichs.> Demnach muss die FV-Methode bei der Berechnung der
(quasi)einphasigen Stromung auflerhalb des Primérzerstiubungsbereichs angewendet werden.

Zusammenfassend lasst sich festhalten, dass genaue und skalierbare Simulationsmethoden ver-
starkt im Entwicklungsprozess von Fliissigbrennstoffsystemen angewendet werden miissen, um
zuklinftig die strengen Ziele bei der Entwicklung von Verbrennungssystemen zu erfiillen. Eine
weitere Verbesserung dieser Simulationsmethoden ist hierfiir notwendig. Die Vor- und Nach-
teile der SPH- und der FV-Methode bei der Simulation von Verbrennungssystemen konnen
eindeutig abgegrenzt werden. Die SPH-Methode ist fiir den Bereich der Primérzerstaubung am
besten geeignet. Zur Simulation der Stromung auBlerhalb dieses Bereichs ist die FV-Methode
besonders vorteilhaft. Folglich ist eine hybride Methode erstrebenswert, bei der die Vorteile
beider Verfahren gezielt eingesetzt werden. In Abb. 1.1 ist ein solcher hybrider Ansatz an dem
Beispiel der Vormischpassage veranschaulicht. Demnach konnen mehrere SPH-Rechengebiete
(die gestrichelten Bereiche in Abb. 1.1) zur Simulation der Primérzerstaubung definiert werden.

3Die Flexibilitit bei der lokalen Anpassung der Partikelabstinde ist bei bekannten Verfahren in der SPH-
Methode (Barcarolo et al., 2014; Chiron et al., 2018b; Ulrich, 2013; Vacondio, 2010) weitaus schlechter als bei
gitterbasierten Verfahren. Z. B. erscheint im Moment die kontinuierliche Verfeinerung von Stromungsgrenzschich-
ten entlang der Normalenrichtung von Winden als unmdoglich. Dariiber hinaus wurden diese Methoden bis heute
nicht im Bereich der Fliissigbrennstoffzerstiubung angewendet.
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Diese Bereiche sind in ein duleres Rechengebiet eingebettet, das mit der FV-Methode berechnet
wird. Dieser Ansatz wird in dieser Arbeit als Embedded-SPH-Ansatz bezeichnet. Er konnte
zuklinftig die Anwendung genauer und skalierbarer Simulationen im Entwicklungsprozess von
Fliissigbrennstoffsystemen ermoglichen.

Die Kernaufgabe bei der Entwicklung eines Embedded-SPH-Verfahrens ist die Definition von
Randbedingungen zur Kopplung der beiden numerischen Verfahren. Das Ziel dieser Arbeit
ist, diese Randbedingungen zu entwickeln und zu validieren. Eine elementare und gleichzei-
tig anspruchsvolle Anforderung an die Randbedingungen ist deren Anwendbarkeit auf beliebig
komplexe Stromungsfelder. Zudem wird die Aufpragung dieser Randbedingungen insbesondere
durch die grundlegenden Unterschiede zwischen der partikelbasierten SPH-Methode und der
gitterbasierten FV-Methode erschwert. Dariiber hinaus ist ein wesentlicher Aspekt bei dieser
Entwicklung, dass in beiden numerischen Verfahren jeweils einheitliche Ansitze zum Aufprigen
von offenen und gekoppelten Randbedingungen genutzt werden. Folglich sind bestehende An-
sitze der FV-Methode zum Aufprédgen offener Randbedingungen zu verwenden. Der Kern dieser
Arbeit konzentriert sich somit auf die Entwicklung offener und gekoppelter Randbedingungen
fiir die noch junge SPH-Methode. Der in dieser Arbeit entwickelte Ansatz soll als Grundlage
fiir zukiinftige Arbeiten dienen, in denen der Fokus auf die Anwendung der Embedded-SPH-
Methode in technisch relevanten Simulationen von Verbrennungssystemen gelegt wird.

Die vorliegende Arbeit ist folgendermaBen gegliedert: In Kapitel 2 werden zunéchst die re-
levanten Merkmale eines Embedded-SPH-Verfahrens eingegrenzt. Nachfolgend wird auf den
wissenschaftlichen Kenntnisstand hinsichtlich der Randbedingungen in der SPH-Methode und
der Kopplung der SPH- und der FV-Methode eingegangen. Darauf basierend werden die Zielset-
zung und die Vorgehensweise der vorliegenden Arbeit formuliert. In Kapitel 3 werden in Kiirze
die Gleichungen eingefiihrt, mit denen die fiir diese Arbeit relevanten Stromungen beschrieben
werden konnen. In Kapitel 4 wird neben den Grundlagen der SPH-Methode aulerdem auf die
fiir diese Arbeit relevanten ,,numerischen* Unzulidnglichkeiten der SPH-Methode eingegangen.
Anschliefend wird eine geeignete Formulierung der Erhaltungsgleichungen diskutiert, deren
rdumliche und zeitliche Diskretisierung daran ankniipfend dargelegt wird. In Kapitel 5 wird das
Verfahren fiir offene und gekoppelte Randbedingungen entwickelt. Zunichst wird der grundsétz-
liche Ansatz skizziert. Nachfolgend werden die fiir diesen Ansatz benotigten Verfahren detailliert
dargestellt. In Kapitel 6 wird das SPH-Verfahren anhand von eindimensionalen Testfallen mit
offenen Randbedingungen untersucht. Das Ziel dieser Untersuchung wird sein, unterschiedliche
Ansitze mittels grundlegender Kriterien zu bewerten und ein optimales SPH-Verfahren auszu-
wihlen. In Kapitel 7 wird das ausgewihlte SPH-Verfahren an zweidimensionalen akademischen
Testfdllen sowohl mit offenen als auch gekoppelten Randbedingungen appliziert. Mit diesen
Testfdllen soll insbesondere demonstriert werden, dass das Verfahren fiir komplexe Stromungs-
arten am Kopplungsrand, wie Riickstromungen und instationdre Stromungen, geeignet ist. In
Kapitel 8 folgt schlieBlich eine Zusammenfassung der Ergebnisse dieser Arbeit und ein Ausblick
auf zukiinftige Arbeiten.



2 Wissenschaftlicher Kenntnisstand

Um zukiinftig Verbesserungen des Wirkungsgrads von Gasturbinen unter Einhaltung stren-
ger Emissionsgrenzwerte zu realisieren, muss die Direkte Numerische Simulation (DNS) des
Zerstiubungsvorgangs stirker in den Entwicklungsprozess des Fliissigbrennstoffsystems einge-
bunden werden. Die DNS eines isolierten Zerstaubungsgebiets ist hierbei nicht ausreichend,
da Kopplungseffekte zwischen der Primirzerstiubung und der umgebenden Stromung ein-
schlieBlich der Verbrennung unberiicksichtigt bleiben. AuBerdem ist die Definition realistischer
Randbedingungen an einem isolierten Zerstaubungsgebiet aufgrund der Komplexitit des Stro-
mungsfelds nahezu unmdoglich. Daher muss die DNS der Primérzerstaubung in bestehende
Ansitze zur Simulation der Brennkammer integriert werden.

Die partikelbasierte Smoothed-Particle-Hydrodynamics(SPH)-Methode (Gingold und Mona-
ghan, 1977; Lucy, 1977) weist bei der DNS der Primérzerstiubung deutliche Vorteile gegen-
iiber der gitterbasierten Finite-Volumen(FV)-Methode* auf. Zum einen besteht das Problem
der Grenzflichendiffusion nicht (Hofler, 2013). Bei der SPH-Methode miissen daher keine
aufwendigen und fehleranfilligen Ansitze zur Rekonstruktion der Phasengrenzen angewendet
werden. Zum anderen zeigt Braun (2018), dass bei der Anwendung des Weakly-Compressible-
SPH(WCSPH)-Ansatzes (Monaghan, 1994) mit explizitem Zeitschrittverfahren eine bessere
Skalierbarkeit der Simulationen hinsichtlich der Rechenleistung als bei der FV-Methode besteht.
Im Gegensatz zu dem Incompressible-SPH(ISPH)-Ansatz (Cummins und Rudman, 1999) ist bei
dem WCSPH-Ansatz keine Losung eines linearen Gleichungssystems und somit keine Inver-
tierung einer Koeflizientenmatrix notwendig, die insbesondere bei einer grolen Partikelanzahl
rechenaufwendig ist. Es sollte daher angestrebt werden, bei der DNS des Zerstaubungsvorgangs
einen WCSPH-Ansatz mit explizitem Zeitschrittverfahren zu verwenden. Bei der Berechnung der
Stromung stromauf und stromab des Zerstiubungsgebiets ist die FV-Methode als Computational-
Fluid-Dynamics(CFD)-Ansatz allerdings deutlich effizienter als die SPH-Methode. Auflerdem
existieren fiir die FV-Methode bereits alle notwendigen Modellansitze (z. B. Turbulenz- und
Verbrennungsmodelle), die zur Simulation von Verbrennungssystemen benétigt werden, sowie
flexible und adaptive Methoden zur lokalen Gitterverfeinerung. Aus diesen Griinden soll die
FV-Methode auflerhalb des Zerstaubungsgebiets angewendet werden. Um zukiinftig effiziente
Simulationen von Verbrennungssystemen unter Einbeziehung der DNS der Primirzerstaubung
zu realisieren, bedarf es daher eines hybriden Ansatzes, bei dem SPH-Rechengebiete (zur Simu-
lation der Primérzerstdubung) in FV-Rechengebiete (zur Simulation der umgebenden Strémung)
eingebettet werden konnen. In dieser Arbeit wird ein Verfahren zur Kopplung der WCSPH- und
der FV-Methode entwickelt, um diese Simulationen zukiinftig zu erméglichen.?

Diese Kopplung ist problematisch, da die SPH- und die FV-Methode grundsitzlich verschieden
sind. In Abb. 2.1 sind mégliche Stromlinien an einem kleinen Ausschnitt um einen Kopplungs-
rand zwischen dem SPH- und dem FV-Rechengebiet (vgl. Bereich A in Abb. 1.1) dargestellt. Die
Volumenelemente bei der FV-Methode sind als statische Zellen definiert, wihrend die Partikel

“Die FV-Methode wird unter anderem von Ferziger und Peri¢ (2002), LeVeque (2002) und Patankar (1980)
beschrieben.

>Im Folgenden wird, wenn es nicht explizit anders erliutert wird, der WCSPH-Ansatz unter dem Begriff
SPH-Ansatz verstanden.
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Abbildung 2.1: Diskretisierung eines moglichen Stromungsfelds an dem Kopplungs-
rand der Rechengebiete einer Embedded-SPH-Simulation

bei der SPH-Methode mit der Stromung advektiert werden. Aullerdem sind die Ansétze zur
Diskretisierung der raumlichen Ableitungen in den Erhaltungsgleichungen bei den beiden Me-
thoden grundverschieden. Bei der FV-Methode besteht eine geometrische Topologie zwischen
den Zellen. Auf Basis dieser Topologie ergeben sich lediglich zwischen direkt benachbarten Zel-
len Interaktionsterme bei der Diskretisierung rdumlicher Ableitungen. Bei der SPH-Methode
hingegen gibt es diese Topologie nicht. Die Interaktionsterme werden stattdessen iiber eine
Glattungsfunktion, die auch Kernel genannt wird, realisiert. Das Einflussgebiet dieser Funktion
umfasst weitaus mehr benachbarte Volumenelemente als bei der FV-Methode. Dariiber hinaus
sind die Diskretisierungsabstidnde in den gekoppelten Rechengebieten nicht zwingend identisch.

AufBlerdem miissen bei der Anwendung numerischer Methoden in der Stromungsmechanik un-
ter anderem die nachfolgenden Eigenschaften beachtet werden: Hierzu zdhlt zum einen die
Erhaltung konservativer Stromungsgroflen (insbesondere der Masse). Zum anderen muss das
numerische Verfahren stabil sein. Es diirfen keine signifikanten unphysikalischen Schwankun-
gen der Stromungsvariablen auftreten. Aufgrund der Unterschiede zwischen der SPH- und der
FV-Methode wird die Erfiillung dieser grundlegenden Anforderungen bei der Anwendung eines
Embedded-SPH-Verfahrens enorm erschwert. Dariiber hinaus konnen grundsitzlich beliebig
komplizierte Stromungsfelder an den Schnittstellen zwischen den gekoppelten Rechengebieten
der SPH- und der FV-Methode vorliegen. Wie in Abb. 2.1 gezeigt ist, kann z. B. ein Stromungs-
wirbel den Kopplungsrand durchdringen. Hierdurch ist die Bewegung der Partikel in der Niahe
des Rands sehr inhomogen. Wiahrend sich ein Partikel vom Rand weg bewegt, bewegt sich ein
anderes benachbartes Partikel zum Rand hin. Ein weiteres Partikel bewegt sich tangential zum
Rand. Am selben Rand miissen demnach auch neue Partikel generiert und andere wiederum ge-
16scht werden. Eine weitere komplexe Anforderung an ein Embedded-SPH-Verfahren ist folglich
die Kompatibilitit der Kopplungsriander mit solchen beliebig komplexen Stromungsfeldern.



Weitere wichtige Anforderungen an eine Embedded-SPH-Methode sind eine minimale Kom-
plexitit, eine hohe Robustheit und eine hohe numerische Effizienz. Diese Anforderungen sind
eng miteinander verkniipft. Durch eine geringe Komplexitit des Verfahrens konnen kompakte
Datenstrukturen verwendet werden. Aulerdem kann die Berechnung der Kopplung auf mog-
lichst wenige und gleichzeitig robuste Schritte reduziert werden. In diesem Zusammenhang wire
die Ubertragung verfiigbarer Methoden zur Aufprigung von Randbedingungen, die die genann-
ten Anforderungen bereits erfiillen, auf die Aufpriagung von Kopplungsbedingungen optimal.
Durch die Ubertragung dieser Methoden wiirde sich dariiber hinaus der Entwicklungsumfang
eines Embedded-SPH-Verfahrens auf den Ansatz zur Berechnung der Kopplungsbedingungen
reduzieren, wihrend die Aufpriagung dieser Kopplungsbedingungen iiber bestehende Ansitze
realisiert werden konnte. Dies hitte aulerdem den Vorteil, dass die Integration verfiigbarer Soft-
ware zur Stromungssimulation, wie z. B. die Open-Source-CFD-Software OpenFOAM (Weller
et al., 1998),6 mit einem minimalen Aufwand ermoglicht wiirde. CFD-Software bietet in der
Regel Schnittstellen, iiber die beliebige Randbedingungen aufgeprigt werden konnen.

In Abb. 2.2a ist ein durch einen Rand d€2 begrenztes Kontinuum €2 in einem zweidimensionalen
Raum mit dem Koordinatensystem (x;, x) dargestellt. Der in Abb. 2.2a durch die gestrichelte
Linie gekennzeichnete Bereich A ist in Abb. 2.2b als mogliche raumliche Diskretisierung bei
Anwendung der FV-Methode gezeigt. Bei der FV-Methode sind Réinder explizit durch einseitige
Stiitzstellen bzw. Zellflachen definiert. Wie in Abb. 2.2b dargestellt ist, ist bei der FV-Methode
jeder Randzelle explizit ein Teil des Gebietsrands 0€2 in Form eines Flachenelements zugeordnet.
Uber diese Flichenelemente konnen die Randbedingungen auf eine natiirliche Weise aufgeprigt
werden. Dieser Ansatz ist konsistent, robust und effizient. Aus den zuvor genannten Griinden wird
angestrebt, die in Abb. 2.2b dargestellte rdumliche Diskretisierung des Rands zur Aufprigung
von Randbedingungen bei der FV-Methode anzuwenden. Unter dieser Voraussetzung bedarf es
in dieser Arbeit keiner Entwicklung neuer Methoden fiir die FV-Methode. Auf diese Weise kann
derselbe Ansatz zur Aufprigung von Rand- und Kopplungsbedingungen bei der FV-Methode
angewendet werden.

Bei der SPH-Methode gibt es zum heutigen Stand, anders als bei der FV-Methode, keinen stan-
dardméBigen Ansatz zur Aufprigung von Randbedingungen. Dies liegt insbesondere daran, dass
die Aufprigung von raumlich festen Randbedingungen in einer auf der Lagrange’schen Betrach-
tungsweise beruhenden Methode generell deutlich schwieriger ist als bei der auf der Euler’schen
Betrachtungsweise beruhenden FV-Methode. Die SPH-Methode hat ihren Ursprung in der Astro-
physik, in der insbesondere der Vorteil der natiirlichen Behandlung rdumlich unbegrenzter Re-
chengebiete entscheidend fiir ihre Anwendung ist. Die Applizierung der SPH-Methode auf
durch feste Winde und/oder offene Rénder begrenzte Rechengebiete ist eine Problemstellung,
die immer noch Schwerpunkt der Forschung ist. Der in Abb. 2.2a durch die gestrichelte Linie
gekennzeichnete Bereich A ist in Abb. 2.2¢ als mogliche rdumliche Diskretisierung bei Anwen-
dung der SPH-Methode vergroBert dargestellt. Bei der SPH-Methode gibt es, anders als bei der
FV-Methode, keine explizite Verbindung zwischen dem Gebietsrand €2 und den Partikeln (vgl.
Abb. 2.2¢). AuBlerdem besteht bei der SPH-Methode das Problem, dass das Einflussgebiet des
Kernels eines Partikels ausreichend mit benachbarten Partikeln besetzt sein muss. Fiir den in

60penFOAM steht fiir Open Field Operation And Manipulation.
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Abbildung 2.2: Raumliche Diskretisierung des Rechengebiets nahe eines Rands unter
Anwendung der FV- und der SPH-Methode

Abb. 2.2¢ dargestellten Fall eines am Rand positionierten Partikels ist diese Bedingung nicht
erfiillt, da das Einflussgebiet den Rand tiberlappt. Die Schwierigkeit bei den Randbedingungen
der SPH-Methode liegt demnach sowohl in der Definition von Elementen zur Aufprigung die-
ser Randbedingungen als auch in der Erfiillung der Anforderungen des Kernels der Partikel.
Auch fiir die SPH-Methode ist es, wie fiir die FV-Methode, erstrebenswert, einen einheitli-
chen Ansatz zur Aufprigung von nichtgekoppelten und gekoppelten Bedingungen am Rand zu
entwickeln. Insbesondere sollte die Komplexitidt der SPH-Methode durch die Einfithrung von
Kopplungsrindern nicht erhoht werden.

Basierend auf den vorausgegangenen Ausfiihrungen beschrinkt sich die Entwicklung eines
Embedded-SPH-Verfahrens demnach auf die Entwicklung geeigneter Randbedingungen fiir die
SPH-Methode und deren Adaptierung auf Kopplungsbedingungen zum Informationstransfer
zwischen den Rechengebieten der SPH- und der FV-Methode. In den folgenden Abschnitten
wird daher neben den bisher bekannten Embedded-SPH-Verfahren ebenso auf existierende
Arbeiten zu nichtgekoppelten Randbedingungen eingegangen. Relevant sind im Kontext von
Randbedingungen in der SPH-Methode insbesondere Verfahren zur Behandlung offener Rénder,
da die Kopplungsrinder einer Embedded-SPH-Methode ebenfalls fiir die Stromung durchléssig
sind. Auf diese Verfahren wird in Abschnitt 2.2 eingegangen. Die grundsitzlichen Methoden
zur Aufprigung von Randbedingungen sowie zur Erfiillung der Anforderungen des Kernels
an festen Winden sind der Ausgangspunkt zur Entwicklung von Ansitzen fiir offene Rénder.
Daher werden in Abschnitt 2.1 zuvor Verfahren zur Behandlung von festen Winden erlédutert.
In Abschnitt 2.3 werden schlieBlich die bereits bekannten Embedded-SPH-Verfahren vorgestellt
und auf die Anforderungen hin gepriift, die in diesem Abschnitt erldutert wurden. Auf Basis
der in den nichsten Abschnitten identifizierten Liicken wird in Abschnitt 2.4 abschlieBend
der wissenschaftliche Beitrag der vorliegenden Arbeit zur Entwicklung einer Embedded-SPH-
Methode definiert. Dariiber hinaus wird die Vorgehensweise erldutert, um die identifizierten
Liicken zu schlieBen.
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2.1 Verfahren fir Randbedingungen an festen Wanden

Wie einleitend erldutert wurde, besteht bei der SPH-Methode das Problem, dass das Einflussge-
biet des Kernels eines Partikels ausreichend voll besetzt sein muss. Es ist daher problematisch,
wenn ein Partikel nah an einem Rand positioniert ist und das Einflussgebiet den Rand iiberlappt
(vgl. Abb. 2.2¢). Werden keine geeigneten Mallnahmen implementiert, sind zum einen die Ap-
proximationen der riumlichen Ableitungen ungenau, und zum anderen konnen Partikel den Rand
durchdringen. Fiir den Fall, dass der Rand eine Wand représentiert, muss diese Durchdringung
verhindert werden.

Zu Beginn der Anwendung der SPH-Methode in der Stromungsmechanik wurde das Problem
der Durchdringung von Monaghan (1994) sowie Monaghan und Kocharyan (1995) durch das
Platzieren von Randpartikeln an dem Gebietsrand geldst. In Abb. 2.3a ist die rdumliche Diskre-
tisierung eines Rands mit Randpartikeln dargestellt. Die Randpartikel prigen eine abstoende
Kraft basierend auf dem Lennard-Jones-Potential, das im Bereich der Molekulardynamik de-
finiert wurde, auf ein randnahes Partikel aus, um einen gewissen Abstand zwischen diesem
Partikel und dem Rand zu gewihrleisten. Der Nachteil dieses Verfahrens ist, dass die abstofen-
de Kraft bei einem konstanten Abstand in Randnormalenrichtung zwischen dem Partikel und
dem Rand entlang der tangentialen Richtung des Rands variiert (Violeau und Rogers, 2016).
AuBerdem werden unphysikalische tangentiale Krifte auf die Partikel ausgeiibt (Monaghan und
Kajtar, 2009). Monaghan und Kajtar (2009) schlagen daher eine verbesserte Formulierung der
abstoenden Kraft der Randpartikel vor. Es kann gezeigt werden, dass mit dem verbesserten
Verfahren die durch den Rand integral auf das Partikel ausgeiibte Kraft in Normalenrichtung
zum Rand mit hoher Genauigkeit approximiert werden kann. Auflerdem kénnen die unphysikali-
schen tangentialen Krifte auf ein vernachlédssigbares Niveau gesenkt werden. Je hoher der Rand
durch die Randpartikel aufgelost wird, desto besser ist die Ubereinstimmung der Summation
der Krifte der Randpartikel mit der gewiinschten integralen Kraft des Rands auf das Partikel.
Durch dieses Verfahren wird das Problem des am Rand nicht voll besetzten Einflussgebiets
des Kernels nicht adressiert. Hierdurch konnen gro3e Ungenauigkeiten bei der Anwendung der
SPH-Operatoren auftreten (Violeau und Rogers, 2016). Es ist auerdem nicht klar, wie dieses
Verfahren auf offene Randbedingungen bzw. Kopplungsbedingungen iibertragen werden kann.
Dabher ist das Verfahren fiir eine Embedded-SPH-Methode nicht geeignet.

Im Folgenden wird auf Verfahren eingegangen, bei denen nicht explizit eine abstoende Kraft
zwischen den Partikeln und dem Rand definiert wird. Durch die Platzierung von fiktiven Parti-
keln auBerhalb des Rechengebiets, die in den nachfolgenden Ausfiihrungen sowie im weiteren
Verlauf dieser Arbeit Geisterpartikel genannt werden, wird bewirkt, dass das Einflussgebiet
des Kernels selbst bei einer Uberlappung des Rands voll mit Partikeln besetzt ist. Dies ist in
Abb. 2.3b dargestellt. Die Undurchlissigkeit der Partikel am Rand muss durch die Randbe-
dingungen sichergestellt werden. Die Undurchlissigkeit ist dadurch charakterisiert, dass keine
relative Geschwindigkeit zwischen der Wand und den Partikeln in Randnormalenrichtung vor-
liegt (Adami et al., 2012). Dieser Zustand kann an einem ebenen Rand hergestellt werden,
indem die Geschwindigkeitskomponente im Rechengebiet normal zur Wand iiber den Rand auf
die Geisterpartikel gespiegelt wird. Die an den Geisterpartikeln aufzupriagenden Geschwindig-
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Abbildung 2.3: Verfahren zur Aufpriagung von Randbedingungen an Winden

keitsvektoren in Normalenrichtung des Rands sind in Abb. 2.4a fiir den Fall einer Staupunkt-
stromung dargestellt. Eine Haftbedingung fiir das Fluid an der Wand kann durch umkehren
der Geschwindigkeitskomponente des Geisterpartikels tangential zur Wand erfiillt werden. Die
hierfiir an den Geisterpartikeln aufzupragenden Geschwindigkeitsvektoren in Tangentialrichtung
des Rands sind in Abb. 2.4b fiir den Fall einer Staupunktstromung dargestellt. Partikel, die sich
auf die Wand zubewegen bzw. von der Wand wegbewegen, erfahren eine Druckerhohung bzw.
-verringerung. Daher miissen die Geisterpartikel eine entsprechende Druckédnderung erfahren,
damit eine Beschleunigung der randnahen Partikel in Wandrichtung verhindert wird. Fiir den
Fall statischer Wénde und unter Vernachlédssigung von Gravitation, muss der Druckgradient am
Rand daher gleich null sein (Adami et al., 2012). Ein Druckgradient von null kann ebenfalls {iber
eine Spiegelung des Druckfelds iiber den Rand an den Geisterpartikeln approximiert werden.

Da zur Aufpriagung der zuvor erlduterten Randbedingungen Stromungsvariablen iiber den Rand
gespiegelt werden, ist es intuitiv, die Positionen der Geisterpartikel ebenfalls iiber eine Spiege-
lung der Partikel des inneren Rechengebiets zu definieren. Entsprechende Verfahren werden von
Colagrossi und Landrini (2003), Hirschler et al. (2016) und Yildiz et al. (2009) beschrieben. In
Abb. 2.5a ist dieses Prinzip fiir einen ebenen Rand dargestellt. Jedem randnahen Partikel des
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Abbildung 2.4: Aufprigung der Geschwindigkeitsvektoren an den Geisterpartikeln ei-
ner Wand
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Abbildung 2.5: Verfahren zur dynamischen Generierung der Geisterpartikel auf Basis
von Partikeln des inneren Rechengebiets

inneren Rechengebiets wird ein gespiegeltes Geisterpartikel zugeordnet. Aus dieser Zuordnung
konnen die Stromungsvariablen der Geisterpartikel auf natiirliche Weise bestimmt werden. Fiir
nicht ebene Rinder schlagen Yildiz et al. (2009) vor, den Gebietsrand durch lokal am Rand
anliegende Tangenten zu diskretisieren, die als Symmetrieachsen fiir die Spiegelung der Parti-
kel genutzt werden. Ist ein Partikel in der Néahe eines Beriihrungspunkts zwischen einer dieser
Tangenten und dem Rand, werden alle iiber diese Tangente gespiegelten Geisterpartikel als
Interaktionspartner dieses Partikels behandelt. Colagrossi und Landrini (2003) beschreiben ein
dhnliches Verfahren. Sie weisen allerdings darauf hin, dass es durch diese Spiegelung, je nach
Komplexitit der Geometrie, zu einer ungleichméfigen Verteilung der Masse der Geisterpartikel
kommen kann. Violeau und Rogers (2016) sehen diese Eigenschaft ebenfalls als nachteilig an.

Bei der im Folgenden erlduterten Gruppe von Methoden wird ebenfalls die Position der Partikel
des internen Rechengebiets als Basis fiir die Positionierung der Geisterpartikel genutzt. Ferrari
et al. (2009) schlagen vor, die Rechengebietsrinder mit Randpartikeln zu versehen. Diese Me-
thode ist in Abb. 2.5b veranschaulicht. Die Randpartikel dienen dabei lediglich als geometrische
Beschreibung des Gebietsrands und zur Generierung von Geisterpartikeln. Fiir jedes Partikel
des internen Rechengebiets, dessen Abstand zum Rand geringer als die Glittungslidnge, die
charakteristische Linge des Kernels, ist, werden iiber eine punktsymmetrische Projektion an
umliegenden Randpartikeln Geisterpartikel generiert (vgl. Abb. 2.5b). Im Unterschied zu den
im letzten Absatz erlduterten Geisterpartikeln wird durch diese Geisterpartikel nur die Rand-
bedingung fiir das jeweils fiir die Projektion verwendete Partikel des internen Rechengebiets
bestimmt. Da allerdings nur eine Reihe von Geisterpartikeln generiert wird, ist das Einflussge-
biet des Kernels nicht voll mit Partikeln besetzt. Vacondio et al. (2012) erweitern diesen Ansatz
um eine zweite Reihe von Geisterpartikeln und eine in diesem Zusammenhang stehende Be-
handlung von Unstetigkeiten des Rechengebietsrands. Hierbei kann allerdings keine homogene
Partikeldichte entlang der Normalenrichtung des Rands sichergestellt werden. Fourtakas (2014)
und Fourtakas et al. (2015) schlagen daher vor, statt einer punktsymmetrischen Spiegelung eine
Extrusion der Geisterpartikel entlang der Richtung des Verbindungsvektors zwischen dem Par-
tikel und dem Randpartikel anzuwenden. Fourtakas (2014) und Fourtakas et al. (2019) stellen
fest, dass der erlduterte Ansatz fiir dreidimensionale Geometrien nicht robust ist. Sie schla-
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gen daher vor, die Geisterpartikel in einem dquidistanten Gitter um jedes Partikel des internen
Rechengebiets zu behandeln. Dieses Prinzip ist in Abb. 2.5¢ dargestellt. Die Geisterpartikel,
die auBlerhalb des Rechengebiets liegen, werden als Nachbarpartikel des Partikels behandelt,
auf Basis dessen sie generiert wurden. Dadurch wird sichergestellt, dass das Einflussgebiet des
Kernels auch am Rand voll mit Partikeln besetzt ist und die entsprechende Verteilung der Geis-
terpartikel homogen ist. Der Nachteil dieser Methode ist, dass die plotzliche Beriicksichtigung
eines dieser Geisterpartikel bei einer Anndherung eines Partikels an den Gebietsrand zu un-
physikalischen Oszillationen der Stromungsvariablen fiihren kann. Diese Oszillationen miissen
durch Dampfungsterme reduziert werden (Fourtakas, 2014).

Eine weitere Moglichkeit der Randdiskretisierung besteht in der Generierung von Geisterparti-
keln vor der Simulation. In diesem Fall haben die Geisterpartikel keinen geometrischen Bezug
zu Partikeln des internen Rechengebiets. Marrone et al. (2011) schlagen vor, die Geisterpartikel
durch mehrfaches Extrudieren des Gebietsrands zu erzeugen. Bei dieser Prozedur wird sicher-
gestellt, dass der Abstand der Geisterpartikel untereinander homogen ist. Morris et al. (1997)
generieren diese Geisterpartikel auf Basis eines dquidistanten Gitters von Partikeln, das das
gesamte Rechengebiet umspannt. Als Geisterpartikel werden dann solche Partikel ausgewihlt,
die innerhalb der Festkorpergeometrien liegen. Es wird angemerkt, dass die dquidistante Anord-
nung zu einer unzulidnglichen Abbildung der Rinder fiihren kann. Dauch et al. (2017) nutzen
ein automatisiertes Verfahren zum Initialisieren der Geisterpartikel an beliebigen Geometrien.
Hierfiir wird der Algorithmus nach Colagrossi et al. (2012) angewendet, bei dem Partikel in
Richtung geringer Partikeldichte bewegt werden. Durch Anwendung des weiter unten erlduter-
ten Verfahrens nach Eitzlmayr et al. (2014) wird vermieden, dass die Geisterpartikel wihrend
dieser Homogenisierung in das interne Rechengebiet eindringen konnen. Mit dem Algorithmus
wird eine urspriinglich dquidistante Partikelanordnung in eine Partikelverteilung tiberfiihrt, die
homogen ist und den Gebietsrand gleichmifig abbildet. Da der geometrische Bezug zwischen
Geisterpartikeln und Partikeln des internen Rechengebiets fehlt, konnen Stromungsvariablen an
den Geisterpartikeln nicht auf direktem Wege auf Basis der Werte der Partikel des internen
Rechengebiets berechnet werden. Bei dem Verfahren nach Marrone et al. (2011) wird daher
die Bestimmung der Stromungsvariablen an den Geisterpartikeln durch eine Interpolation der
Stromungsvariablen im Rechengebiet realisiert. Dieses Prinzip ist in Abb. 2.6a veranschaulicht.
Hierzu wird das Geisterpartikel iiber den Rand in das Rechengebiet gespiegelt. An der gespiegel-
ten Stelle wird fiir eine moglichst genaue Interpolation der Stromungsvariable ein korrigierter
Kernel nach Fries und Matthies (2004) verwendet. Adami et al. (2012) nutzen einen Shepard-
Filter (Shepard, 1968), um die Stromungsvariablen der Partikel des Rechengebiets direkt an der
Position des Geisterpartikels zu interpolieren. Dieses Prinzip ist in Abb. 2.6b veranschaulicht.
Sowohl bei dem Verfahren nach Marrone et al. (2011) als auch bei dem Verfahren nach Adami
et al. (2012) werden die an den Geisterpartikeln definierten Stromungsvariablen fiir alle Partikel
des Rechengebiets einheitlich als Randbedingung bereitgestellt. Bei dem Ansatz nach Morris
et al. (1997) wird die Fluiddichte der Geisterpartikel, so wie die der Partikel des inneren Re-
chengebiets, entsprechend der Kontinuitéitsgleichung berechnet. Die Geschwindigkeitsvektoren
der Geisterpartikel werden fiir jedes Partikel des inneren Rechengebiets individuell bestimmt,
um eine Haftbedingung an der Wand zu approximieren. Dabei wird ein linearer Geschwindig-
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Abbildung 2.6: Verfahren zur Interpolation von Stromungsvariablen an statischen Geis-
terpartikeln

keitsverlauf, der zwischen Partikeln des Rechengebiets und dem Rand angenommen wird, an
die Position des Geisterpartikels extrapoliert.

Bei der Methode nach Eitzlmayr et al. (2014) wird fiir jeden Term der Erhaltungsgleichungen,
der mit der SPH-Methode diskretisiert werden muss, eine Approximation des Wandeinflusses
eingefiihrt. Die Approximationen werden fiir ebene Wénde und anhand einer dquidistanten An-
ordnung der Geisterpartikel auSerhalb des Rechengebiets fiir ein Partikel mit variablem Abstand
zum Rand entwickelt. Die Beitrige des Rands zu den Diskretisierungen der raumlichen Ablei-
tungen lassen sich iiber ein Produkt aus den Eigenschaften des entsprechenden Partikels des
Rechengebiets und der Summe iiber die Gradienten des Kernels an der Stelle der Geisterpartikel
beschreiben. Die zuletzt genannte Summe wird von Eitzlmayr et al. (2014) als Polynom vierter
Ordnung in Abhéngigkeit des Abstands zwischen dem Partikel und dem Rand approximiert. Der
Vorteil des Verfahrens ist, dass liber diese angepassten Polynome Simulationen ohne Geister-
partikel moglich sind. Lediglich der Abstand des Partikels zum Rand sowie Eigenschaften des
Partikels werden benétigt, um den Randeinfluss zu beriicksichtigen. Nachteilig ist allerdings,
dass die Polynome nur fiir eine ebene Wand giiltig sind und somit die Allgemeingiiltigkeit des
Ansatzes in Frage gestellt werden muss.

Bei einer weiteren Gruppe von Methoden wird ebenfalls auf die Verwendung von Geisterpar-
tikeln sowie Randpartikeln verzichtet. Stattdessen wird eine Korrektur der SPH-Operatoren fiir
die Uberlappung zwischen dem Einflussgebiet des Kernels und der Region auBerhalb des Re-
chengebiets vorgeschlagen (de Leffe et al., 2009; Ferrand et al., 2012; Kulasegaram et al., 2004).
Kulasegaram et al. (2004) definieren fiir die Beschreibung randnaher Partikel eine korrigierte Be-
rechnung der Fluiddichte, die auf der Summation der Produkte aus der Masse und dem Wert des
Kernels der benachbarten Partikel beruht. Die Korrektur wird iiber einen Normierungsparameter
erreicht, der im randnahen Bereich kleiner eins und sonst gleich eins ist. Es werden weitere Ope-
ratoren fiir die Berechnung von Gradienten und Divergenzen hergeleitet, die im Vergleich zu den
standardméfBigen SPH-Operatoren zusitzliche Terme enthalten, die die Randbedingungen defi-
nieren und von dem Gradienten des Normierungsparameters abhéngig sind. Ferrand et al. (2012)
leiten verbesserte Definitionen dieser Operatoren sowie ein effizientes und genaues Verfahren
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zur Berechnung des Normierungsparameters her. Zuvor wurde der Normierungsparameter iiber
eine aufwendige analytische Berechnung (Feldman und Bonet, 2007) oder iiber ungenauere
und auf Polynomen basierende Néiherungsfunktionen (de Lefte et al., 2009; Kulasegaram et al.,
2004) berechnet. Bei der Methode nach Ferrand et al. (2012) wird der Normierungsparameter
iber eine zeitliche Integration in Abhingigkeit des Gradienten des Normierungsparameters be-
rechnet. Die Berechnung dieses Gradienten iliber Randintegrale des Kernels ist ein wesentlicher
Bestandteil dieser Methode. Fiir den Fall von nur zwei raumlichen Dimensionen wird der Rand
durch Liniensegmente approximiert, wie in Abb. 2.3c gezeigt ist. Im Falle von drei rdumlichen
Dimensionen wird der Rand trianguliert. Dadurch reduziert sich der Berechnungsaufwand auf
die Bestimmung der Randintegrale einfacher geometrischer Formen (Liniensegmente oder drei-
eckige Flichenelemente). An den Verbindungspunkten der Randsegmente werden Eckpartikel
definiert, die statisch sind, aber ansonsten wie Partikel des Rechengebiets behandelt werden (vgl.
Abb. 2.3¢). Uber die Eckpartikel sowie auch iiber die Randsegmente werden die Randbedingun-
gen aufgeprigt. Der Vorteil dieser Methode im Vergleich zu den Methoden mit Randpartikeln
oder Geisterpartikeln ist, dass die mathematische Definition von Randbedingungen konsistent
und genauer ist, da der Einfluss des Rands eben iiber Integrale formuliert und nicht iiber Interak-
tionen zwischen Partikeln approximiert wird. Adami et al. (2012) weisen auf den Nachteil hin,
dass durch die zeitliche Integration des Normierungsparameters ein zuséatzlicher Rechenaufwand
entsteht. Insbesondere im Falle von dreidimensionalen Rechengebieten entsteht ein signifikanter
Berechnungsaufwand zur Bestimmung von Schnittflichen zwischen den diskretisierten Réandern
und den Einflussgebieten der Kernel der Partikel.

In diesem Abschnitt wurden relevante Methoden zur Applizierung von Randbedingungen an
festen Winden bei der SPH-Methode erlautert. Relevante Ansitze zur Implementierung von
Randbedingungen bei der SPH-Methode basieren entweder auf der Nutzung von Geisterparti-
keln oder der Interaktion der Partikel und des Rands iiber Randintegrale. Ansitze basierend auf
Randintegralen sind insbesondere bei dreidimensionalen Rechengebieten mit einem erhdhten
Berechnungsaufwand verbunden, da eine Schnittfliche zwischen dem Einflussgebiet des Kernels
jedes Partikels und des Rands berechnet werden muss. Im Hinblick auf die hohe Partikelanzahl
bei der DNS der Primérzerstdubung soll daher der Ansatz basierend auf Geisterpartikeln bevor-
zugt werden. Hierbei erscheint ein Ansatz mit raumlich festen bzw. statischen Geisterpartikeln
am robustesten. Bei den iibrigen Ansitzen wird die Position der Geisterpartikel auf Basis der
Positionen der Partikel des inneren Rechengebiets und deren relativer Position zum Rand be-
stimmt. Dies kann insbesondere bei nichtebenen Rindern zu numerisch ungiinstigen riumlichen
Anordnungen der Geisterpartikel fiihren. Daher wird der Ansatz basierend auf statischen Geis-
terpartikeln bevorzugt. Im nichsten Abschnitt werden Verfahren zur Behandlung offener Réander
vorgestellt.

2.2 Verfahren fir Randbedingungen an offenen Randern

Die Modellierung offener Rinder im Zusammenhang mit der SPH-Methode wurde bisher deut-
lich weniger erforscht als die fester Wande. Fiir eine Lagrange’sche Partikelmethode ist diese Art
von Randbedingung problematisch (Violeau und Rogers, 2016). Eine wesentliche Anforderung,
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die bereits im Zusammenhang mit festen Wénden erldutert wurde, besteht auch bei der Model-
lierung offener Rinder: Das Einflussgebiet des Kernels eines Partikels muss auch im Falle einer
Uberlappung des Rands ausreichend mit Partikeln besetzt sein. Alternativ kann eine Korrektur
der SPH-Operatoren durchgefiihrt werden.

Anders als bei festen Winden, an denen die Durchlédssigkeit von Partikeln vermieden werden
muss, muss an offenen Riandern ein kontrolliertes Ein- und/oder Austreten des Fluids durch
geeignete Advektion von Partikeln gewihrleistet werden. Abhédngig von dem Ansatz, mit dem
die Anforderungen des Kernels erfiillt werden, ergeben sich verschiedene Moglichkeiten fiir
den Partikelein- und -austrag. Des Weiteren ist die Art der Randbedingung anders als bei festen
Wiinden, da der Bereich des Fluids hinter dem Rand iiber die Randbedingung beschrieben
werden muss. Entsprechend muss die Randbedingung so definiert sein, dass die Wellen, die
Informationen iiber den Zustand der Stromung transportieren, durch den Rand ein- und austreten
konnen, ohne dass unphysikalische Reflexionen entstehen.

In Abb. 2.7 sind jeweils von oben nach unten Ablidufe grundlegender Verfahren dargestellt, die
im Folgenden erldutert werden. Es wird in Abb. 2.7 jeweils ein Einlassrand (links) und ein
Auslassrand (rechts) betrachtet. Eine Stromung ist demnach von links nach rechts gerichtet.
Lastiwka et al. (2008) schlagen im Zusammenhang mit einem WCSPH-Ansatz vor, dhnlich wie
bei der Behandlung fester Winde, Geisterpartikel zu verwenden. Diese sind allerdings nicht
statisch, sondern bewegen sich mit einer aufgeprigten Geschwindigkeit. Das Verfahren ist in
Abb. 2.7a veranschaulicht. Der Bereich der Geisterpartikel wird im Folgenden Pufferzone ge-
nannt. Bei dem Ansatz nach Lastiwka et al. (2008) wird explizit zwischen Ein- und Auslédssen
unterschieden. An einem Einlass konnen Partikel aus der Pufferzone iiber den offenen Rand
in das Rechengebiet eintreten (vgl. Abb. 2.7a). Der Zustand dndert sich in diesem Fall von
einem Geisterpartikel zu einem Partikel des inneren Rechengebiets. Um die Anzahldichte der
Partikel in der Pufferzone zu erhalten, wird an der dulleren Begrenzung der Pufferzone ein neues
Geisterpartikel erzeugt, falls ein Geisterpartikel die Pufferzone verlésst, wobei der Verbindungs-
vektor zwischen dem neuen und dem alten Partikel in Normalenrichtung des Rands orientiert
ist. An einem Auslass konnen Partikel des Rechengebiets iiber den offenen Rand treten. Diese
Partikel werden in Geisterpartikel konvertiert. Wenn ein Geisterpartikel die dullere Begrenzung
der Pufferzone erreicht, wird es geloscht. Lastiwka et al. (2008) beschreiben zwei Methoden
zum Aufprigen von Randbedingungen. Im Falle einer reflektierenden Randbedingung werden
die Geschwindigkeit und Skalare an den Geisterpartikeln der Einlass-Pufferzone aufgepragt.
Der Druck wird von dem Rechengebiet an der Position des Geisterpartikels extrapoliert. An
der Auslass-Pufferzone wird der Druck als Randbedingung an den Geisterpartikeln aufgepragt.
Die Bestimmung der Geschwindigkeit und der Skalare an den Geisterpartikeln der Auslass-
Pufferzone erfolgt wie auch im Rechengebiet iiber die Berechnung der Erhaltungsgleichungen.
In beiden Pufferzonen werden die Partikel mit der Stromungsgeschwindigkeit advektiert. Im Fal-
le von nichtreflektierenden Randbedingungen adaptieren Lastiwka et al. (2008) die analytische
Formulierung nach Giles (1990), die auf einer Linearisierung der Euler-Gleichungen basiert.
Entsprechend der verwendeten Randbedingung werden gewisse Charakteristiken an den Geis-
terpartikeln zu null gesetzt oder von dem Rechengebiet an den Geisterpartikeln extrapoliert. Aus



16 Wissenschaftlicher Kenntnisstand

Einlass- .. . Auslass- :
St ht Extrusion
Pufferzone ﬂngsnc ung Pufferzone

Stromungsrichtung
—>

i @ 2lo o 0l (oo o}e o o
Partikelumwandlung \

I, g

w#eoog Ho oW @ @ ps

Generierung eines Loschung eines 7 neues Schichtpartikel
neuen Partikels Partikels
(a) (b)

Spiegelung Stromungsrichtung Splegelungﬁ Stromungsrichtung

r o 0§ So o Qi w @ b 0 0§ (o o Qi w
Léschung : Léschung |:
e o{ oo > s @ 4 wmotood §o o\-;::s @ W
fe— '™\ Grenze des & Grenze fiir

Suchgebiets . Loschung

0§ Yoolmasd

neues Partikel neues Partikel

Bewegungsbereich
1

P -:::::=:<\ O 0§ o o Ofm @ L - -

(c) (d)
Extrusion 5 i 5 i
n Stromungsrichtung - Eckpartikel Stromungsrichtung

77N,
17\,

¥ 0 0§ o o Ol m w Ao 00§ (oo ol
; . VergréBerung Verringerung
E Loschug. der Masse_ der Masse
LR AN /
od Soowym e i rood $o
Py Loschung
{ . (@) (g 9 O ':.l.-‘ L . neues /¢ (@) (g 9 @) _.
™~ neues Partikel Partikel Massenubertragung/
(e) ()

Abbildung 2.7: Verfahren zur Behandlung von Partikeln an offenen Réndern. In Anleh-
nung an Werdelmann et al. (2021)

den Charakteristiken lassen sich die Stromungsvariablen fiir das entsprechende Geisterpartikel
berechnen.

Alvarado-Rodriguez et al. (2017), Braun et al. (2015), Federico et al. (2012), Hosseini und Feng
(2011) und Rogers et al. (2012) schlagen Modifikationen der Ansétze nach Lastiwka et al. (2008)
vor. Diese werden im Folgenden erlédutert: Federico et al. (2012) modifizieren den Ansatz fiir
reflektierende Randbedingungen nach Lastiwka et al. (2008). Am Auslass des Rechengebiets
werden die Stromungsvariablen an einem Geisterpartikel nicht iiber die Erhaltungsgleichungen
bestimmt, sondern sie werden nach dem Eintreten des Partikels in die Pufferzone nicht mehr
geidndert.

Hosseini und Feng (2011) teilen die Pufferzone weiter auf. Dieser Ansatz ist in Abb. 2.7b veran-
schaulicht. Dabei werden die Partikel, die am nichsten zum Rand positioniert sind, einer Einlass-
bzw. Auslassschicht zugeordnet. Jedem dieser Schicht-Partikel werden Geisterpartikel zugeord-
net. Diese Geisterpartikel werden ausgehend von dem Schicht-Partikel in Normalenrichtung zum
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Rand extrudiert (vgl. Abb. 2.7b). Der Abstand sowohl zwischen dem Schicht-Partikel und dem
nichstgelegenen Geisterpartikel als auch zwischen benachbarten Geisterpartikeln ist identisch
mit dem mittleren Partikelabstand. Die Stromungsvariablen des Schicht-Partikels werden zu
jedem Zeitpunkt auf die ihm zugeordneten Geisterpartikel kopiert. Dirichlet-Randbedingungen
werden dem Schicht-Partikel (und damit den jeweiligen Geisterpartikeln) direkt aufgepragt.
Von Neumann-Randbedingungen werden realisiert, indem die Erhaltungsgleichung zur Be-
stimmung der jeweiligen Stromungsvariable an dem Schicht-Partikel gelost und das Ergebnis
auf die entsprechenden Geisterpartikel kopiert wird. Am Eintritt wird die Geschwindigkeit als
Dirichlet-Randbedingung und der Druck als von Neumann-Randbedingung aufgeprigt. Am
Austritt geschieht dies genau andersherum.

Braun et al. (2015) nutzen einen dhnlichen Ansatz wie Hosseini und Feng (2011). Dabei wer-
den allerdings nicht Schicht-Partikel definiert, liber die die jeweilige Randbedingung auf die
Geisterpartikel projiziert wird. Stattdessen werden sogenannte Marker an dem offenen Rand
verteilt, die anders als die Schicht-Partikel statisch sind und deren Stromungsvariablen nicht
iiber die Erhaltungsgleichungen verdndert werden. Die Marker projizieren die Stromungsvaria-
blen, die auf ihnen gespeichert sind, auf die ihnen zugehorigen Geisterpartikel. Die Advektion
der Geisterpartikel erfolgt nur in Normalenrichtung zum Rand, um eine homogene Partikel-
verteilung zu gewihrleisten. Grundsitzlich ist die Aufprigung von Geschwindigkeitsfeldern mit
transversalen Komponenten realisierbar. Aufgrund der Translation der Partikel in Normalenrich-
tung zum Rand entsteht in diesem Fall eine Diskrepanz zwischen Partikelgeschwindigkeit und
physikalischer Stromungsgeschwindigkeit. Dirichlet-Randbedingungen werden direkt an den
Markern und damit implizit an den zugehorigen Geisterpartikeln aufgepriagt. Zur Realisierung
von von Neumann-Randbedingungen wird die jeweilige Stromungsvariable unter Anwendung
eines Shepard-Filters (Shepard, 1968) von dem Rechengebiet an den Markern extrapoliert und
entsprechend auf die zugehorigen Geisterpartikel projiziert. Eine Besonderheit des Ansatzes
nach Braun et al. (2015) ist die Anpassung des Partikelabstands innerhalb der Pufferzone an
den Partikelabstand im randnahen Bereich des Rechengebiets, um unphysikalische Oszillatio-
nen am Rand zu vermeiden. Zudem wird der zur Anpassung genutzte Korrekturfaktor auch zur
Modifikation der Strémungsvariablen verwendet, um die Reflexion von Druck- und Geschwin-
digkeitswellen zu vermeiden. Auch wenn dies eher ad-hoc Korrekturen sind, haben sie sich bei
den vorgestellten Simulationen als sehr wirksam erwiesen.

Alvarado-Rodriguez et al. (2017) verwenden den Ansatz nach Lastiwka et al. (2008) mit Puf-
ferzonen. Der Unterschied besteht in der Weise, wie die Geschwindigkeit der Geisterpartikel in
der Auslass-Pufferzone behandelt wird. Alvarado-Rodriguez et al. (2017) adaptieren den An-
satz nach Jin und Braza (1993), bei dem der Geschwindigkeitsvektor iiber die Wellengleichung
beschrieben wird. Diese Wellengleichung lésst sich in Beitrdage stromauf und stromab fortschrei-
tender Wellen zerlegen. Durch Eliminieren der in das Rechengebiet eintretenden Wellen soll
eine nichtreflektierende Randbedingung aufgeprigt werden. Durch gewisse Annahmen in der
Herleitung der Randbedingung entwickeln Alvarado-Rodriguez et al. (2017) eine Gleichung,
die die Euler’sche Form einer Differentialgleichung der Geschwindigkeit widerspiegelt, wo-
bei Konvektion nur in Normalenrichtung und Diffusion nur in transversaler Richtung relativ
zum Rand beriicksichtigt wird. Die Adaption der Gleichung auf die Geschwindigkeitsanderung
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eines Lagrange’schen Partikels ist dabei jedoch inkonsistent (Negi et al., 2020). Auflerdem
konnen lediglich die Informationen, die mit der Stromungsgeschwindigkeit fortschreiten, das
Rechengebiet liber den Auslassrand verlassen. Da ein WCSPH-Ansatz verwendet wird, gibt es
Informationen, die mit der Schallgeschwindigkeit fortschreiten und somit am Auslass reflektiert
werden (Negi et al., 2020).

Tafuni et al. (2016) und Tafuni et al. (2018) verwenden ebenfalls einen Ansatz mit Pufferzonen
und Geisterpartikeln. Die Autoren stellen heraus, dass es bei ihrem Ansatz keine grundsitzliche
Unterscheidung zwischen Ein- und Auslissen gibt. Geisterpartikel der Pufferzone werden mit
der ihnen aufgeprigten Stromungsgeschwindigkeit advektiert, und die Art der Randbedingun-
gen ist implizit entscheidend dafiir, ob das Fluid durch den Rand ein- oder ausstromt. Dabei
werden Dirichlet-Randbedingungen wie bei Braun et al. (2015) direkt an den Geisterpartikeln
aufgeprigt. Eine weitere Art von Randbedingung wird iiber den fiir feste Winde entwickelten
Ansatz nach Marrone et al. (2011) realisiert (vgl. Abb. 2.6a in Abschnitt 2.1). Dazu wird das
jeweilige Geisterpartikel iiber den Rand in das Rechengebiet gespiegelt. Uber den Wert und
den Gradienten der jeweiligen Stromungsvariable an der gespiegelten Position, die durch eine
Interpolation mit der Konsistenzordnung 1 ermittelt werden, wird der Wert an der Position des
Geisterpartikels extrapoliert. Die Autoren stellen heraus, dass sich mit ihrem Verfahren grund-
satzlich gemischte Einstrom- und Ausstromzustinde an dem selben Rand realisieren lassen.
Jedoch muss die Robustheit hier in Frage gestellt werden, da sich durch die in die Pufferzone
extrapolierten Geschwindigkeitsfelder chaotische Partikelverteilungen ergeben kdnnen.

Negi et al. (2020) vergleichen die Ansitze nach Federico et al. (2012) und Tafuni et al. (2018)
sowie den nichtreflektierenden Ansatz nach Lastiwka et al. (2008) fiir den Fall eines Ausstrom-
rands. Auflerdem wird eine modifizierte Variante des Ansatzes nach Federico et al. (2012)
vorgeschlagen, bei dem die Geisterpartikel in der Pufferzone mit der mittleren Stromungsge-
schwindigkeit des randnahen Bereichs des Rechengebiets advektiert werden. Dariiber hinaus
wird ein hybrides Verfahren bestehend aus den Ansétzen nach Lastiwka et al. (2008) und Fe-
derico et al. (2012) vorgestellt. Dabei werden die Referenzwerte der Stromungsvariablen, die
in den Definitionen der Charakteristiken notwendig sind, anders als bei dem Verfahren nach
Lastiwka et al. (2008) nicht als Konstanten, sondern auf Basis einer zeitlichen Mittelung der
instantanen Partikelwerte bestimmt. An Zeitpunkten, an denen die akustische Intensitét einen
Maximalwert iiberschreitet, wird die Mittelung ausgesetzt, damit der Mittelwert nicht durch die
akustische Komponente verfilscht wird. Durch diesen Ansatz werden die zeitlich gemittelten
und akustischen Komponenten voneinander getrennt. Nachdem ein Partikel den Auslassrand
tibertritt, wird die zeitlich gemittelte Komponente nicht mehr gedndert. Dieser Schritt ist dhnlich
wie bei dem Verfahren nach Federico et al. (2012). Die akustische Komponente wird hingegen
tiber die extrapolierten Charakteristiken (geméfl dem Ansatz nach Lastiwka et al. (2008)) an
dem Geisterpartikel aufgeprigt. Basierend auf verschiedenen numerischen Tests wird das vor-
gestellte hybride Verfahren unter den verglichenen Ansétzen als das geeignetste Verfahren fiir
Stromungen mit hoher akustischer Intensitit und mit groen Stromungsgradienten in Randnihe
identifiziert.

Die bisher vorgestellten Verfahren fiir offene Randbedingungen basieren auf dem Prinzip der
Pufferzonen. Der Vorteil dieses Ansatzes ist, dass eine homogene Partikelanordnung durch den
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direkten Austausch von Partikeln zwischen der Pufferzone und dem Rechengebiet gewihrleistet
wird. Durch dieses Vorgehen konnen unphysikalische Oszillationen der Stromung in Randnédhe
vermieden werden. Die Applizierung dieser Ansitze auf beliebige Stromungszustinde, wie
sie bei einer Embedded-SPH-Methode auftreten konnen, ist allerdings schwierig. Wie bereits
erlautert wurde, werden Partikel im Falle eines Einlassrands in parallel angeordneten Reihen
normal zum Rand durch die Pufferzone advektiert. Wenn ein Partikel durch den Rand tritt, wird
ein neues Partikel am duBeren Rand der Pufferzone eingefiigt, wobei der Verbindungsvektor
zwischen dem neuen und dem alten Partikel in Normalenrichtung des Rands orientiert ist.
Wiirden Partikel auch in transversaler Richtung des Rands bewegt werden, wiirde die parallele
Anordnung der Partikel gestort werden. Es wire in diesem Fall deutlich komplizierter, die
Position zum Einfiigen eines neuen Partikels zu definieren, um Defizite oder Uberschiisse der
Partikeldichte innerhalb der Pufferzone zu vermeiden. Daher sind die Verfahren mit Pufferzonen
nur auf einfache Stromungsprofile ohne zum Rand transversale Geschwindigkeitskomponenten
beschrinkt. Wie eingangs erldutert wurde, miissen bei einer Embedded-SPH-Methode allerdings
beliebig komplizierte Stromungsfelder mit signifikanten zum Rand transversalen Komponenten
der Fluidgeschwindigkeit advektiert werden. Im Folgenden werden daher Verfahren fiir offene
Randbedingungen erldutert, bei denen das zuvor genannte Problem nicht auftritt. Dabei sind
mehrere Ansitze moglich.

Hirschler et al. (2016) adaptieren den Ansatz fiir feste Winde, bei dem Geisterpartikel liber eine
Spiegelung der Rechengebietspartikel am Rand generiert werden (vgl. Abb. 2.5a in Abschnitt
2.1). Dieses Prinzip ist in Abb. 2.7¢ veranschaulicht. Da sich im Falle eines Einlassrands Partikel
des Rechengebiets vom Rand entfernen, wiirden an diesen Stellen Partikeldefizite entstehen. Da-
her miissen neue Partikel im Rechengebiet erzeugt werden. Hirschler et al. (2016) schlagen daher
vor, den Rand in Segmente zu unterteilen, die jeweils der GroBe eines Partikeldurchmessers ent-
sprechen. Diese Segmente werden mit der gleichen Geschwindigkeit bewegt wie das randnahe
Partikel. Dadurch ergibt sich aus den Partikeln im randnahen Bereich des Rechengebiets und
den zugehorigen gespiegelten Geisterpartikeln zu jedem Zeitpunkt eine homogene Partikeldichte
normal zum Rand. Die Segmente konnen sich dabei um die Linge eines Partikeldurchmessers
von der initialen Position des Rands fortbewegen. Wird die maximale Distanz erreicht, wird das
Segment an die initiale Position zuriickgesetzt, und ein neues Partikel wird im Rechengebiet
neben dem Segment eingefiigt. Auslassrander werden auf dhnliche Weise behandelt. Wenn das
Segment an einem Auslassrand an seine urspriingliche Position zuriickgesetzt wird, wird das
benachbarte Partikel geloscht (vgl. Abb. 2.7¢). Dirichlet-Randbedingungen werden an den Seg-
menten definiert. Die Stromungsvariablen an den Geisterpartikeln werden in diesem Fall durch
eine lineare Extrapolation basierend auf den Werten des Randsegments, also der Randbedin-
gung, und des Partikels des Rechengebiets, das zur Spiegelung des Geisterpartikels verwendet
wurde, definiert. Eine von Neumann-Randbedingung wird realisiert, indem die jeweilige Stro-
mungsvariable an einem Geisterpartikel gleich der des Partikels des Rechengebiets, von dem
das Geisterpartikel gespiegelt wurde, gesetzt wird.

Kunz et al. (2016) wandeln den Ansatz nach Hirschler et al. (2016) zur Partikelgenerierung und
Partikelloschung ab. Das Verfahren ist in Abb. 2.7d veranschaulicht. Die Segmente sind bei
diesem Verfahren statisch. Partikel, die sich auf den Rand zu bewegen und deren Abstand zum
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Rand weniger als 10 % des mittleren Partikelabstands betrigt, werden geloscht. Um neue Partikel
zu generieren, wird ein Suchgebiet fiir jedes Segment verwendet. Dieses erstreckt sich iiber den
1,5fachen mittleren Partikelabstand in das Rechengebiet. Ist das zum Segment néchstgelegene
Partikel mehr als den 1,1fachen mittleren Partikelabstand vom Rand entfernt, wird ein neues
Partikel in einem Abstand zum Rand von 10 % des mittleren Partikelabstands generiert. Der
Vorteil dieses Verfahrens gegeniiber der Methode nach Hirschler et al. (2016) ist eine erhohte
Robustheit, wodurch auch gemischte Ein- und Ausstromzustinde am selben Rand moglich sind.
Nachteilig ist, dass die Partikeldichte in Normalenrichtung zum Rand zeitlich erheblich variiert.
Um dennoch eine ausreichend hohe Genauigkeit der SPH-Operatoren zu ermoglichen, wird
der Ansatz nach Bonet und Lok (1999) zur Korrektur des Gradienten des Kernels genutzt. Die
Tatsache, dass ein ISPH-Verfahren genutzt wird, begiinstigt die Verwendung dieses Ansatzes
zur Partikelerzeugung. Im Falle eines WCSPH-Ansatzes wiirde dieses Verfahren vermutlich zu
unphysikalischen Oszillationen am Rand fiihren.

Monteleone et al. (2017) schlagen einen dhnlichen Algorithmus wie Kunz et al. (2016) vor.
Allerdings werden die Geisterpartikel nicht liber den Rand gespiegelt. Stattdessen werden sie,
dhnlich wie bei dem Ansatz nach Hosseini und Feng (2011), ausgehend von randnahen Partikeln
des Rechengebiets in Normalenrichtung zum Rand in festen Abstdanden, identisch zum mittleren
Partikelabstand, extrudiert. Dieses Verfahren ist in Abb. 2.7¢ veranschaulicht. Der Rand wird
in Segmente unterteilt, wobei jeweils das nédchstgelegene Partikel jedes Segments identifiziert
wird. Nur wenn der Abstand des néchstgelegenen Partikels zu dem jeweiligen Segment geringer
als der mittlere Partikelabstand ist, wird es fiir eine Extrusion der Geisterpartikel beriicksichtigt.
Ist der Abstand groBer und entfernt sich das Partikel weiter vom Rand, wird iiberpriift, ob
ein neues Partikel generiert werden muss. Dafiir wird ein kegeliges Suchgebiet aufgespannt
(vgl. Abb. 2.7e), wobei die Kegelspitze am zuvor genannten Partikel positioniert wird und die
Kegelachse in Richtung des groBten Partikeldefizits in der Nihe des Partikels zeigt. Befindet
sich keines der Nachbarpartikel innerhalb des Suchgebiets, wird ein neues Partikel auf der Achse
des Kegels in einem Abstand zu der Kegelspitze gleich dem mittleren Partikelabstand generiert.
Der Offnungswinkel des kegelformigen Suchgebiets wird dynamisch wihrend der Simulation
verdandert, um die Anzahl der Partikel im Rechengebiet zu kontrollieren. Partikel, die einen
offenen Rand durchqueren, werden geloscht. Monteleone et al. (2017) stellen heraus, dass das
Verfahren fiir gemischte Ein- und Ausstromzustinde am selben offenen Rand funktioniert. Im
Falle von Dirichlet-Randbedingungen fiir den Druck wird dieser dhnlich wie bei dem Verfahren
nach Kunz et al. (2016) an den extrudierten Geisterpartikeln basierend auf den Werten des Rands
und des Partikels des Rechengebiets, von dem das Geisterpartikel extrudiert wurde, extrapoliert.

Leroy et al. (2016) und Ferrand et al. (2017) schlagen die Verwendung von Randintegralen
vor, um Randbedingungen an offenen Ridndern zu definieren. Das Verfahren ist in Abb. 2.7f
veranschaulicht. Der von Kassiotis et al. (2013) erstmals vorgestellte Algorithmus wird genutzt,
um Partikel direkt im Rechengebiet zu generieren und zu 16schen. Leroy et al. (2016) stellen
heraus, dass der Ein- und Auslass von Partikelmasse an den offenen Réndern zeitlich gleich-
miBig vollzogen werden muss, um Storungen der Stromungsvariablen zu vermeiden. Dariiber
hinaus fiihren Ferrand et al. (2017) an, dass bei der instantanen Umwandlung eines Geister-
partikels zu einem Partikel des Rechengebiets, wie es bei den Ansidtzen mit Pufferzonen der
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Fall ist, zu Stoen kommen kann. Daher wird vorgeschlagen, die Partikelgenerierung und die
Partikelloschung nicht durch instantane Ereignisse (wie bei allen zuvor vorgestellten Verfah-
ren) zu realisieren, sondern die Masse randnaher Partikel zeitlich kontinuierlich zu variieren.
Es wird auBBerdem vorgeschlagen, diese zeitliche Variation als Funktion des Massenstroms, der
an den Randsegmenten definiert ist, zu beschreiben. Dadurch ergibt sich der Vorteil, dass die
Massenvariation der Partikel im Rechengebiet zu jedem Zeitpunkt im Gleichgewicht mit den
direkt am Rand spezifizierten ein- und austretenden Massenstromen steht. Die Topologie des
Rands setzt sich bei diesem Verfahren, wie in Abschnitt 2.1 bereits im Zusammenhang mit
festen Winden erldutert wurde, aus Randsegmenten und Eckpartikeln zusammen, wobei die
Eckpartikel die Verbindungspunkte zwischen den Randsegmenten darstellen und im Gegensatz
zu den Partikeln des Rechengebiets statisch sind. Da die Geschwindigkeit und die Dichte an
den Randsegmenten definiert sind, kann an jedem Randsegment ein Massenstrom berechnet
werden. Die Massenstrome der an einem Eckpartikel verbundenen Segmente werden in eine
Massenédnderung des Eckpartikels umgesetzt (vgl. Abb. 2.7f). Erreicht die Masse des Eckparti-
kels die mittlere Partikelmasse, wird ein neues Partikel an der Stelle des Eckpartikels generiert.
In diesem Fall wird die Masse des Eckpartikels entsprechend der Masse des generierten Par-
tikels reduziert. Durchquert ein Partikel ein Randsegment, wird die Masse dieses Partikels an
die mit dem Randsegment verbundenen Eckpartikel gemil} einer Abstandswichtung verteilt. Je
kleiner der Abstand zwischen einem Eckpartikel und dem zu l6schenden Partikel ist, desto mehr
Masse wird an dieses Eckpartikel iibertragen. Durch die Abstandswichtung wird die instantane
raumliche Umverteilung der Masse moglichst begrenzt. Ferrand et al. (2017) fithren auerdem
an, dass das Verfahren auch fiir gemischte Ein- und Ausstrombedingungen am selben Rand
funktioniert. Fiir einen WCSPH-Ansatz leiten Ferrand et al. (2017) Randbedingungen basierend
auf der Losung eines an jedem Randsegment definierten Riemann-Problems ab. Dabei wird das
Randsegment gemil dieses Riemann-Problems als Diskontinuitiit zwischen den Zustinden au-
Berhalb und innerhalb des Rechengebiets angesehen. Bei dem erlduterten Verfahren liegen drei
charakteristische Wellen vor, iiber die die Stromungszustinde iiber das Randsegment transpor-
tiert werden. Auf Basis der Ausbreitungsrichtungen und Ausbreitungsgeschwindigkeiten dieser
Wellen ergeben sich verschiedene Zustandszonen als Funktion der Zeit und des Abstands zum
Randsegment. Zur Losung des entsprechenden Riemann-Problems werden die Informationen
der Stromungsvariablen auflerhalb und innerhalb des Rechengebiets bendtigt. Die Informationen
auflerhalb des Rechengebiets werden iiber die Randbedingungen bestimmt. Die Informationen
innerhalb des Rechengebiets werden unter Anwendung eines Shepard-Filters (Shepard, 1968) an
dem Randsegment von dem inneren Rechengebiet interpoliert. Uber Riemann-Invarianten sowie
Rankine-Hugoniot-Beziehungen lassen sich die zeitlichen Anderungen der Strémungsvariablen
in den verschiedenen Zustandszonen beschreiben. Die Stromungsvariablen des Randsegments
zum neuen Zeitpunkt ergeben sich entsprechend den Stromungsvariablen der Zustandszone, die
das Randsegment zu diesem neuen Zeitpunkt iiberlappt.

Ein offener Rand ist ein wesentlicher Bestandteil einer Kopplungsschnittstelle eines Embedded-
SPH-Verfahrens. Wie eingangs erldautert wurde, miissen beliebig komplizierte Stromungsfelder
zwischen den Rechengebieten advektiert werden. Es ist wichtig, dass die Behandlung dieser
Stromungsfelder durch das Verfahren fiir offene Riander bei der SPH-Methode realisierbar ist.
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Wie bereits erldutert wurde, sind die bisher vorgestellten Verfahren, die auf dem Prinzip der
Pufferzonen basieren, daher fiir eine Embedded-SPH-Methode ungeeignet. Bei den Verfahren,
die zwar auf der Verwendung von Geisterpartikeln, aber nicht auf dem Prinzip der Pufferzonen
basieren, wurden bisher Ansitze gewihlt, bei denen die Geisterpartikel wihrend der Simulati-
on basierend auf der relativen Position zwischen randnahen Partikeln und dem Rand generiert
werden. Wie zum Ende von Abschnitt 2.1 erldutert wurde, ist diese Art der Definition der
Geisterpartikel allerdings mit Nachteilen behaftet. Der in Abschnitt 2.1 identifizierte und bevor-
zugte Ansatz auf Basis von statischen Geisterpartikeln wurde bisher fiir offene Réinder nicht in
Betracht gezogen. Dariiber hinaus ist die Art der Massendnderung der Partikel und der damit ein-
hergehenden Generierung und Loschung von Partikeln an offenen Réndern kritisch im Hinblick
auf unphysikalische Oszillationen der Stromungsvariablen. Bei den meisten Verfahren werden
zeitlich instantane Ereignisse definiert, zu denen ein Partikel, und damit die gesamte mittlere
Partikelmasse eines Partikels, am Rand hinzugefiigt oder geloscht wird. Zur Vermeidung der
unphysikalischen Oszillationen der Stromungsvariablen ist es allerdings vorteilhaft, die Parti-
kelmasse kontinuierlich tiber der physikalischen Zeit zu dndern. Dieser Ansatz wurde bisher nur
von Ferrand et al. (2017) im Zusammenhang mit einem Verfahren basierend auf Randintegralen
verfolgt. Eine Kombination aus dem Ansatz zur zeitlich kontinuierlichen Massendnderung der
Partikel an einem offenen Rand und der Verwendung von statischen Geisterpartikeln wurde
bisher noch nicht in Betracht gezogen. Im folgenden Abschnitt werden Verfahren fiir gekoppelte
Randbedingungen vorgestellt.

2.3 Verfahren fiir gekoppelte Randbedingungen

Im Folgenden werden Verfahren zur Kopplung der SPH- und der FV-Methode erldutert. Dazu
wird erneut das Rechengebiet Q aus Abb. 2.2a betrachtet. Dieses wird nun, wie in Abb. 2.8a
dargestellt ist, in zwei Rechengebiete Q4 und Qp zerlegt, die miteinander gekoppelt werden
sollen. Wie in den nédchsten Absitzen erldutert wird, gibt es dabei verschiedene Moglichkeiten,
die Rechengebiete zueinander anzuordnen.

Im Bereich der gitterbasierten Methoden ist eine Kopplung verschiedener Rechengebiete unter
dem Begriff Domain Decomposition Method (DDM) bekannt. Tang et al. (2021) diskutieren
verschiedene Ansitze im Bereich der DDM-Methode. Es wird zwischen zwei grundsitzlichen
Arten der Zerlegung unterschieden. Der erste Ansatz, der Patched-Grid(PG)-Ansatz (Rai, 1986),
bezieht sich auf die Verwendung eines Rands dQxg, liber den die beiden Gebiete Qa und Qp
voneinander abgegrenzt werden. In Abb. 2.8b ist der Ansatz anhand der vergroferten Darstel-
lung des in Abb. 2.8a markierten Bereichs A veranschaulicht. Es liegt ein gemeinsamer Rand
0Qap = 0Q = 0Qp vor, der gleich den Réandern 0Q25 und 0Q5 ist, die die Gebiete Q4 und Qp
im Kopplungsbereich begrenzen. Bei dem zweiten Ansatz, dem Overlapping-Grid(OG)-Ansatz
(Benek et al., 1985, 1983), wird eine Uberlappung der beiden Rechengebiete realisiert. Dieser
Ansatz wird auch Chimera-Methode genannt. In Abb. 2.8c ist der Ansatz anhand der vergro-
Berten Darstellung des in Abb. 2.8a markierten Bereichs A veranschaulicht. In diesem Fall
liegt kein gemeinsamer Rand 0Qap vor (0Qap = 0) und die beiden Rinder Q25 C Qp und
0Qp C Q, sind vollstindig in dem jeweils gekoppelten Gebiet enthalten. Durch diese beiden
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Abbildung 2.8: Grundsitzliche Ansitze zur Kopplung zweier Rechengebiete

Riénder wird das Uberlappungsgebiet Qap = Qa N Qp begrenzt. Ein weiterer Ansatz, der als
Spezialfall des OG-Ansatzes betrachtet werden kann, wird Zonal-Grid(ZG)-Ansatz genannt und
von Dabonneville et al. (2019) beschrieben. In Abb. 2.8d ist der Ansatz anhand der vergroflerten
Darstellung des in Abb. 2.8a markierten Bereichs A veranschaulicht. In diesem Fall ist das
Gebiet Qp = Qap C Qp vollstindig in dem Gebiet Q4 enthalten und damit identisch mit dem
Uberlappungsgebiet Q. AuBerdem umfasst das Gebiet Q5 = Q das gesamte Rechengebiet Q.
Damit existiert auch kein Rand Q.

Bei der Kopplung zweier FV-Rechengebiete ergeben sich Vor- und Nachteile der zuvor einge-
fiihrten Ansétze. Ein Ausschnitt um die Rechengitter zweier FV-Rechengebiete Qa und Qp in
dem Bereich des Kopplungsgebiets ist in Abb. 2.9 veranschaulicht. Anhand der Skizzen in Abb.
2.9 soll der Informationsfluss an der markierten Zelle des Rechengebiets Qp erldutert werden.
In Abb. 2.9a ist der PG-Ansatz dargestellt. Die Flichenelemente der Rédnder 9€24 und dQp sind
dabei in einer Explosionsdarstellung gezeigt, um den Informationsfluss besser herauszustellen.
Da bei dem PG-Ansatz der Rand Q4p durch beide Gebiete geteilt wird, ergibt sich auf natiirliche
Weise eine konservative Kopplung. Der Fluss, der aus der markierten Zelle des Gebiets €24 durch
den Rand 0Q 4 emittiert wird, wird durch den Rand 0Q5 in der markierten Zelle des Gebiets Qp
empfangen. In dem Beispiel in Abb. 2.9a sind die rdumlichen Diskretisierungen der Réander Q2
und Qg identisch, wodurch eine konservative Ubertragung des numerischen Flusses zwischen
den Gebieten trivial ist. Der Fall, bei dem die Réinder nicht die gleiche rdumliche Diskretisierung
aufweisen, ist in Abb. 2.9b dargestellt. In diesem Fall miissen die numerischen Fliisse, die durch
die markierten Zellen des Gebiets €24 emittiert werden, auf die {iberlappenden Flichenelemente
des gekoppelten Rands 0Qg verteilt werden. In der dargestellten Anordnung empfiangt somit
die markierte Zelle des Gebiets Qp Fliisse von zwei Zellen des Gebiets Q4. Die Verteilung
der Fliisse ist proportional zu den geometrischen Flichen, die sich aus den Uberlappungen der
Flachenelemente der gekoppelten Réinder ergeben (Aguerre et al., 2019; Farrell und Maddison,
2011). Die auf natiirliche Weise zu realisierende Erhaltung konservativer Grofen ist der Vorteil
des PG-Ansatzes. Zudem ist die Aufprigung von Kopplungsbedingungen an dem Rand eines
Rechengebiets dquivalent zu dem Ansatz zur Aufprigung von nichtgekoppelten Randbedingun-
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Abbildung 2.9: Informationsfluss bei verschiedenen Verfahren zur Kopplung zweier
FV-Rechengebiete

gen, der iiblicherweise in CFD-Software fiir die FV-Methode implementiert ist. Dieser Ansatz
wurde eingangs dieses Kapitels als vorteilhaft herausgestellt.

Bei der Anwendung iiberlappender Gitter (OG-Ansatz) besteht hingegen der Vorteil, dass die
Gebietsriander der zu koppelnden Gebiete nicht konform zueinander sein miissen. Dies erleich-
tert die Gittergenerierung im Vergleich zum PG-Ansatz erheblich. Bei dem OG-Ansatz knnen
die Gitter unabhingig voneinander definiert sein, solange die zur Kopplung notwendigen Git-
terpunkte des einen Gebiets innerhalb des anderen Gebiets liegen. Der einfachste Ansatz zur
Kopplung der beiden Gebiete basierend auf dem OG-Ansatz ist in Abb. 2.9¢ dargestellt. Die
markierte Zelle des Rechengebiets Qg liegt direkt an dem Rand dQp an. Diese Randzelle wird
zum Aufprigen von Randbedingungen fiir das Rechengebiet Qp verwendet. Diese Randbedin-
gungen werden durch eine Interpolation der Werte der umliegenden Zellen des Rechengebiets
QA (in Abb. 2.9¢ die Zellen mit den weil3 gefiillten Mittelpunkten) an die Randzelle tibertragen.
Der Nachteil dieses Ansatzes ist, dass die Interpolation die Erhaltung verletzt (Pirt-Enander
und Sjogreen, 1994). Ansitze fiir eine konservative Kopplung iiber die Interpolation von nu-
merischen Fliissen an den Flichenelementen des Rands dQ2p werden z. B. von Berger (1987)
entwickelt. Neuhauser (2014) diskutiert dariiber hinaus verschiedene Interpolationsansitze. Fiir
den in Abb. 2.9¢ dargestellten Ansatz bleibt noch herauszustellen, dass die Losungen der beiden
Gebiete Q4 und Qg innerhalb des Kopplungsgebiets €24 nicht identisch sind, da fiir jedes Ge-
biet bis auf den Bereich an den Randzellen eine separate Losung berechnet wird. Bei allen auf
dem OG-Ansatz basierenden Verfahren besteht der Nachteil, dass die Aufprigung von Kopp-
lungsbedingungen anders als bei dem PG-Ansatz nicht dquivalent zu dem in der FV-Methode
iiblicherweise verwendeten Ansatz fiir Randbedingungen ist.

Der Kopplungsansatz nach Mancip (2003) beruht ebenfalls auf dem OG-Ansatz. Er unterscheidet
sich allerdings grundlegend von dem Prinzip des im letzten Absatz vorgestellten Interpolations-
verfahrens. Der Ansatz nach Mancip (2003) ist konservativ, da statt einer Punktinterpolation (vgl.
Abb. 2.9¢) eine Projektion der ErhaltungsgrofSen im Kopplungsgebiet Qg angewendet wird.
Hierfiir wird jeder der beiden Losungen im Gebiet Qap eine Ubergangsfunktion zugeordnet.
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Die Ubergangsfunktion ist so definiert, dass sie die entsprechende Losung des Rechengebiets
Qa bzw. Qp mit Reduzierung des Abstands einer Gitterzelle zu dem entsprechenden Rand 9Q
bzw. 0Qp weniger stark gewichtet. An den Randzellen des Gebiets Q4 bzw. Qp (vgl. Abb.
2.9¢) wird durch die Ubergangsfunktion sichergestellt, dass die Losung gleich der Losung des
Gebiets Qp bzw. Q4 ist. Zu jedem Zeitschritt wird zuerst die Losung fiir jedes Rechengebiet
(einschlieBlich des Bereichs im Uberlappungsgebiet Qp) separat berechnet. Danach wird die
eingangs erwihnte Projektion angewendet. Unter Anwendung der Ubergangsfunktionen wird
eine ErhaltungsgroBe an einer Zelle innerhalb des Uberlappungsgebiets Qg als Kombination
aus der Losung an dieser Zelle und der Losungen an den iiberlappenden Zellen des gekoppel-
ten Rechengebiets formuliert. Bei dieser Formulierung werden zudem die Erhaltungsgrof3en an
den iiberlappenden Zellen auf Basis der Volumina, die sich aus den Uberlappungen ergeben,
gewichtet. In Abb. 2.9d ist dies fiir die markierte Zelle des Gebiets Qp dargestellt. Drei Zellen
des gekoppelten Gebiets Q4 iiberlappen diese Zelle. Die schraffierten Fliachen représentieren
die Volumina, die sich aus den Uberlappungen mit den jeweiligen Zellen ergeben. Eine Erhal-
tungsgroBe an der markierten Zelle ergibt sich demnach als Kombination aus der Losung an
dieser Zelle und der volumengewichteten Losung der drei iberlappenden Zellen des gekoppelten
Gebiets. Entsprechend ist die Methode auch zur Kopplung von Gittern anwendbar, die nicht kon-
form zueinander sind. Der Vorteil dieses Verfahrens ist, dass es auch in diesem Fall konservativ
ist. Allerdings ist in diesem Fall von einer erhohten numerischen Dissipation des Verfahrens
auszugehen. Zudem ist die Berechnung der Schnittvolumina zwischen den Zellen notwendig,
die abhiingig von den Zellformen und der Art der Uberlappungen rechenintensiv sein kann. Im
Falle von statischen Gittern ist diese Berechnung nur einmal vor der Simulation erforderlich
und erhoht somit bei der Kopplung zweier FV-Rechengebiete nicht die Rechenzeit wihrend der
Simulation. Bei der Kopplung mit Methoden, bei denen die numerischen Stiitzstellen, wie z. B.
bei der SPH-Methode, nicht statisch sind, wire die Berechnung der Schnittvolumina zu jedem
Zeitpunkt notwendig. Dies hitte einen erheblichen Rechenaufwand zur Konsequenz.

Im Zusammenhang mit gitterbasierten Methoden existieren also einige vielversprechende An-
sdtze zur Kopplung zweier Rechengebiete. Es muss nun diskutiert werden, ob diese Ansitze
zur Kopplung eines SPH-Verfahrens mit einem FV-Verfahren geeignet sind. Hierbei bestehen
diverse Schwierigkeiten, da die SPH-Methode auf der Lagrange’schen und die FV-Methode auf
der Euler’schen Betrachtungsweise beruhen. Daher muss in der Regel an dem Kopplungsrand
oder in dem Kopplungsgebiet mit dem Ein- und Austreten von Partikeln umgegangen werden,
wahrend die Zellen der FV-Methode statisch sind. Dartiiber hinaus ist der numerische Fluss, den
ein Partikel bei der SPH-Methode mit umgebenden Volumenelementen austauscht, aufgrund der
Anwendung eines Kernels rdumlich anders verteilt als bei der FV-Methode, bei der jede Zelle
nur mit den geometrisch angrenzenden Nachbarzellen Fliisse austauscht. Aulerdem gibt es (im
Gegensatz zu den Zellen bei der FV-Methode) bei der SPH-Methode keine Information iiber die
geometrische Form der Partikel. Lediglich das Volumen und die Position eines Partikels sind
bekannt. Da bei der FV-Methode die Fliisse iiber die die Zellen verbindenden Flachenelemente
ausgetauscht werden, stellt diese Eigenschaft der SPH-Methode ein Problem dar. Im Folgenden
werden Verfahren zur Kopplung der SPH- und der FV-Methode, die auf Basis der bereits in
diesem Abschnitt eingefiihrten Kopplungsansitze entwickelt wurden, vorgestellt und diskutiert.
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Abbildung 2.10: Informationsfluss bei verschiedenen Verfahren zur Kopplung eines
SPH-Rechengebiets mit einem FV-Rechengebiet

Die verschiedenen Ansidtze werden anhand von Abb. 2.10 erldutert, in der die Kopplung eines
FV-Rechengebiets Q4 mit einem SPH-Rechengebiet Qp dargestellt ist.

Der PG-Ansatz kann im Zusammenhang mit der Kopplung gitterbasierter Methoden als ,,direkte*
Kopplung angesehen werden. Dies bedeutet, dass eine Zelle des einen Rechengebiets numerische
Fliisse mit der benachbarten Zelle des anderen Rechengebiets austauscht. Bei der Ubertragung
dieses ,,direkten* Ansatzes auf die Kopplung der SPH- und der FV-Methode ergeben sich zwei
mogliche Realisierungen. Der erste Ansatz ist in Abb. 2.10a und Abb. 2.10b dargestellt. Das
Rechengebiet Qp ist durch SPH-Partikel diskretisiert und das Rechengebiet €4 durch FV-
Zellen. Es besteht ein Rand 0Qap, der die Gebiete voneinander trennt. In Abb. 2.10a ist der
Flusstransfer eines Partikels mit den umgebenden Partikeln des Rechengebiets Qp und den Zellen
des Rechengebiets Q2 veranschaulicht. Die sechs markierten Zellen befinden sich innerhalb des
Einflussgebiets des Kernels des Partikels. Jede dieser Zellen wird wie ein Nachbarpartikel
behandelt und emittiert einen numerischen Fluss an das Partikel. Zwecks einer konservativen
Kopplung miisste genau dieser Fluss bei der Losung der entsprechenden Erhaltungsgleichung
an der Zelle beriicksichtigt werden. In diesem Fall wire eine Reziprozitidt der Fliisse gegeben.
Diese Reziprozitit kann jedoch nicht realisiert werden, da sich in diesem Fall fiir die betroffenen
Zellen eine inkonsistente Verteilung der numerischen Fliisse ergeben wiirde (Barcarolo, 2013).
In Abb. 2.10b ist der konsistente Flusstransfer an einer Zelle des Rechengebiets Q2 dargestellt.
Wie bereits erldautert wurde, wird bei der FV-Methode an einer Zelle ein numerischer Fluss
mit den Volumenelementen ausgetauscht, die sich ein Flichenelement mit der Zelle teilen.
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Fiir die Partikel des Rechengebiets Qg ist keine geometrische Form definiert. Somit ist per se
kein Flachenelement bekannt, iiber das eine Zelle einen numerischen Fluss mit einem direkt
benachbarten Partikel austauschen kann. Zur Losung dieses Problems behandelt Barcarolo
(2013) daher alle Volumenelemente (Zellen und Partikel) als sogenannte Voronoi-Volumina.
Die SPH- und die FV-Methode werden in der Arbeit von Barcarolo (2013) daher Voronoi-
SPH und Voronoi-FVM genannt. Die Voronoi-Volumina ergeben sich aus einer Delaunay-
Triangulierung der Zellmittelpunkte und der Partikelpositionen. Die Delaunay-Triangulierung
istin Abb. 2.10b anhand der gestrichelten Linien dargestellt. Das dazu duale Voronoi-Diagramm,
das auch als Dirichlet-Zerlegung bezeichnet wird, ist in Randnéhe anhand der durchgehenden
Linien dargestellt. Uber diese Zerlegung entstehen demnach sowohl im FV- als auch im SPH-
Rechengebiet polygonale Volumenelemente, die iiber Flichenelemente verbunden sind. Der
Rand 0Q,p ist durch die Flachenelemente bestimmt, iiber die die Zellen und die Partikel
voneinander abgrenzt werden. Uber diese Fliichenelemente kann der numerische Fluss zwischen
einer Zelle und einem Partikel im Sinne der FV-Methode konsistent beschrieben werden. Eine
Reziprozitit der Fliisse zwischen der Zelle und den interagierenden Partikeln kann auch mit
dieser Methode nicht realisiert werden, da sich in diesem Fall fiir die betroffenen Partikel eine
inkonsistente Verteilung der numerischen Fliisse ergeben wiirde (Barcarolo, 2013).

Barcarolo (2013) kombiniert daher beide zuvor erldauterten Ansétze. Der Informationsfluss bei
der Methode nach Barcarolo (2013) ist in Abb. 2.11a veranschaulicht. Das SPH-Rechengebiet ist
in der oberen Zeile und das FV-Rechengebiet in der unteren Zeile angeordnet. Der an gewissen
Volumenelementen zentrierte grau hinterlegte Bereich umfasst das Gebiet der Nachbarstiitz-
stellen, die zur Berechnung des numerischen Flusses an diesen Volumenelementen verwendet
werden miissen. Die Verbindungspfeile zwischen den Volumenelementen stellen den numeri-
schen Fluss dar. Fiir die Volumenelemente nahe dem Kopplungsrand 0Qsp ergeben sich leere
Bereiche innerhalb ihres Interaktionsbereichs. Diese Bereiche werden durch die Stiitzstellen des
jeweils gekoppelten Gebiets kompensiert. Die Zellen im Interaktionsbereich eines randnahen
Partikels werden bei der Berechnung der SPH-Operatoren verwendet, und andersherum werden
die Partikel im Interaktionsbereich einer randnahen Zelle bei der Berechnung der FV-Operatoren
genutzt. Das Ziel in der Arbeit von Barcarolo (2013) ist, Fluide mit freien Oberflichen zu
berechnen. Die SPH-Methode (Gebiet Qg) wird daher in dem Bereich an freien Fluidober-
flichen angewendet. Das FV-Rechengebiet umfasst den iibrigen Teil des Fluids. Sowohl die
SPH-Partikel als auch die FV-Zellen werden mit der Stromung advektiert. Das heif3t, dass die
Geschwindigkeit der numerischen Stiitzstellen G gleich der Stromungsgeschwindigkeit u ist.
Fiir diese Behandlung der Stiitzstellen wird der Arbitrary-Lagrangian-Eulerian(ALE)-Ansatz
(Donea et al., 2004) verwendet. Die entsprechende Applizierung der ALE-Methode auf die
SPH-Methode wird SPH-ALE genannt und von Vila (1999) eingefiihrt. Uber das SPH-ALE-
Verfahren lassen sich die Fliisse zwischen den Zellen bei der FV-Methode und zwischen den
Partikeln bei der SPH-Methode basierend auf dem Godunov-Ansatz (Godunov und Bohachevs-
ky, 1959) gleichermaflen formulieren. Dabei wird die Position zwischen zwei Zellen bzw. zwei
interagierenden Partikeln als Diskontinuitdt der Stromungszustiinde der beiden Volumenele-
mente betrachtet. Diese Zustdnde werden mit dem Monotonic-Upstream-centered-Scheme-for-
Conservation-Laws(MUSCL)-Ansatz (van Leer, 1979) mit minmod-Limiter bestimmt. Hierfiir
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Abbildung 2.11: Vereinfachte Darstellung zum Informationsfluss im Bereich der Kopp-
lung bei Verfahren basierend auf dem PG-Ansatz

ist die Berechnung der Gradienten der Stromungsvariablen an den Zellen bzw. Partikeln not-
wendig. Die Losung des resultierenden Riemann-Problems wird iiber einen approximativen
Riemann-Loser erreicht. Zu jedem Zeitpunkt wird die freie Oberflache detektiert und das SPH-
Gebiet entsprechend dynamisch bestimmt. Der Rand 0Qap wird ebenfalls abhingig von der
freien Oberflache advektiert. Somit kann der Zustand eines Volumenelements zu jedem Zeit-
punkt von einem Partikel zu einer Zelle oder umgekehrt wechseln. Das Verfahren wird an dem
Fall eines generischen Dammbruchs validiert. Durch die gleichmifBige Advektion der Zellen
und Partikel kann eine homogene rdumliche Verteilung der Zellen und Partikel realisiert wer-
den. In der vorliegenden Arbeit werden die Zellen allerdings nicht mit der Stromung advektiert
(@t = 0). Daher sind entsprechend grof3e relative Geschwindigkeiten zwischen den Partikeln und
den statischen Zellen gegeben. Es ist zu erwarten, dass sich unter diesen Umstinden bei der
Dirichlet-Zerlegung numerisch ungiinstige Zellformen am Rand dQap ergeben konnen und die-
se Zerlegung zeitlich stark variieren kann. Das Verfahren nach Barcarolo (2013) beruht darauf,
dass die Partikel und die Zellen ein zusammenhéngendes Gitter bilden. Es ist daher nicht klar,
wie mit diesem Ansatz Partikel durch den Rand dQp ein- und ausgetragen werden konnen.
AuBerdem ist der Ansatz nicht konservativ, da unterschiedliche numerische Operatoren bei der
FV- und der SPH-Methode verwendet werden. Ein weiterer Nachteil ist, dass zu jedem Zeit-
punkt eine Dirichlet-Zerlegung durchgefiihrt werden muss. Hierbei miissen der Aufwand und
die Robustheit dieser Methode in Frage gestellt werden.

In Abb. 2.10c ist ein weiterer Ansatz dargestellt, der von Barcarolo (2013) diskutiert wird und
ebenfalls auf dem PG-Ansatz basiert. Hierbei wird die Kopplung iiber den Rand 0Qp realisiert
und nicht durch einen direkten Austausch numerischer Fliisse zwischen Partikeln und Zellen.
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Bei der SPH-Methode muss daher der Ansatz basierend auf Randintegralen, der von de Leffe
et al. (2009), Ferrand et al. (2012) und Kulasegaram et al. (2004) entwickelt und in den vor-
angegangenen Abschnitten erldutert wurde, genutzt werden. Zwischen einem Partikel und dem
Randbereich, der sich aus der Schnittflache des Rands 0Qap und des Einflussgebiets des Kernels
ergibt, wird ein numerischer Fluss ausgetauscht. Dieser Fluss kann auf die Flichenelemente der
Zellen, die diesen Randbereich iiberlappen, iibertragen werden. Diese Methode wire konservativ
und hitte den zu Beginn dieses Kapitels erlauterten Vorteil, dass die Randbedingungen, wie bei
der FV-Methode iiblich, am Rand aufgeprigt werden. Barcarolo (2013) weist allerdings darauf
hin, dass es zu Instabilitdten fithren kann, wenn eine Identitit zwischen dem numerischen Fluss
vom Rand an die Partikel und dem numerischen Fluss von den Zellen an den Rand erzwungen
wird. AuBerdem miissen zu jedem Zeitpunkt die Schnittmengen zwischen dem Einflussgebiet
des Kernels und dem Rand bestimmt werden, um den numerischen Fluss des Rands an das Parti-
kel zu berechnen. Es wurde bereits erwihnt, dass dies einen zusitzlichen Berechnungsaufwand
bedeutet.

Monteleone et al. (2015) und Napoli et al. (2016) entwickeln eine hybride Methode, die ebenfalls
auf dem PG-Ansatz beruht. Es ist das Ziel, von der numerischen Effizienz der FV-Methode bei der
Berechnung der einphasigen Stromung und den Vorteilen bei der Berechnung komplexer freier
Fluidoberflichen mit der SPH-Methode zu profitieren. Dazu wird ein ISPH-Losungsverfahren
(PANORMUS-SPH) in dasselbe Softwarepaket eines FV-Losungsverfahrens (PANORMUS-
FVM) implementiert.” Beide Verfahren basieren auf einem inkompressiblen Modell. Das SPH-
Verfahren wird durch den XSPH-Ansatz nach Monaghan (1994) und durch einen Partikelver-
schiebungsansatz nach Xu et al. (2009) komplettiert. Der Informationsfluss bei dieser Methode
ist in Abb. 2.11b veranschaulicht. Anders als bei dem Verfahren nach Barcarolo (2013) gibt es
keinen direkten Austausch numerischer Fliisse zwischen den Rechengebieten. Stattdessen wird
die Kopplung iiber Geistergebiete €2, o und €, g realisiert, die die Gebiete €24 und Qp inner-
halb der gekoppelten Gebiete erweitern. Somit wird eine indirekte Kopplung implementiert, bei
der die Geisterpartikel bzw. Geisterzellen (dunkelgrau mit gestricheltem Rand in Abb. 2.11b)
numerische Fliisse an die randnahen Stiitzstellen der jeweiligen Rechengebiete iibertragen. Die
Stromungsvariablen an den Geisterpartikeln bzw. Geisterzellen werden durch eine Interpolation
der Werte an Stiitzstellen des Rechengebiets, das durch das jeweilige Geistergebiet liberlappt
wird, bestimmt. Dieses Prinzip ist in Abb. 2.10d und Abb. 2.10e dargestellt. Zur Interpolation
der Stromungsvariablen an den Geisterzellen wird ein Shepard-Filter (Shepard, 1968) verwendet
(vgl. Abb. 2.10e). Die Stromungsvariablen an den Geisterpartikeln werden unter Anwendung
einer Taylor-Reihe erster Ordnung von der zum Geisterpartikel ndchstgelegenen Zelle extrapo-
liert. Eine Dirichlet-Zerlegung ist bei diesem Verfahren nicht erforderlich. Da die FV-Zellen
und der Rand 0Qap statisch sind (@ = 0), muss der Partikelein- und -austrag durch den Rand
0Qp beriicksichtigt werden. Hierfiir wird ein Verfahren @hnlich dem von Monteleone et al.
(2017) verwendet, das in Abschnitt 2.2 vorgestellt wurde (vgl. Abb. 2.7e). Uber dieses Verfahren
wird zudem die Generierung der Geisterpartikel realisiert. Das Verfahren wird an den Testfillen
einer stehenden Welle in einem geschlossenen Rechengebiet und einer propagierenden Welle in
einem offenen Kanal validiert. Mit den vorliegenden Validierungsfillen wird gezeigt, dass Stro-

"PANORMUS steht fiir PArallel Numerical Open-souRce Model for Unsteady flow Simulations.
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mungsfelder ohne sichtbare Diskontinuitéten iiber die Grenzfliche iibertragen werden konnen.
Da ein implizites Zeitschrittverfahren fiir beide Rechengebiete verwendet wird, miissen die in
den Geistergebieten interpolierten Werte zu denselben Zwischenzeitschritten bereitstehen. Da
bei der SPH-Interpolation an den Zellen Geisterpartikel und bei der Berechnung der raumlichen
Ableitung zur Bildung der Taylor-Reihe Geisterzellen berticksichtigt werden, ist ein iterativer
Kopplungsansatz notig. Es ist davon auszugehen, dass dies die Rechenzeit erhoht. Dartiber hin-
aus ist das Verfahren nicht konservativ. Napoli et al. (2016) zeigen, dass die Partikelanzahl, die
fiir das inkompressible Verfahren proportional zur Masse ist, im Rechengebiet liber die Zeit
leicht abnimmt. Diese Abnahme ist von dem Offnungswinkel des kegelformigen Suchgebiets
(vgl. Abb. 2.7e in Abschnitt 2.2) abhédngig. In den Arbeiten von Monteleone et al. (2017) und
Monteleone et al. (2018) wird eine dynamische Anpassung des Offnungswinkels vorgeschlagen,
um die Partikelanzahl im Rechengebiet im zeitlichen Mittel konstant zu halten. Uber diesen
,»globalen* Ansatz ist allerdings nicht sichergestellt, dass die Massenstrome des SPH- und des
FV-Rechengebiets am Rand dQap zu jedem Zeitpunkt und vor allem an jedem Ort identisch
sind. Ein weiterer Nachteil ist, dass fiir das FV-Verfahren Geisterzellen verwendet werden miis-
sen, was nicht der liblichen Weise zur Aufprigung von Randbedingungen bei der FV-Methode
entspricht.

Die nachfolgend vorgestellten Verfahren basieren auf dem OG-Ansatz. Mancip (2003) wen-
det das bereits im Zusammenhang mit der Kopplung gitterbasierter Rechengebiete vorgestellte
Verfahren nach Mancip (2003) auf die Kopplung der SPH- und der FV-Methode an. Der Infor-
mationsfluss bei diesem Verfahren ist in Abb. 2.12a veranschaulicht. In dem Uberlappungsgebiet
Qap wird, wie bereits erldutert wurde, eine Kombination der Losungen beider Rechengebiete un-
ter Anwendung von Ubergangsfunktionen und einer Projektion der ErhaltungsgroBen generiert.
Erst werden separate Losungen fiir die beiden Rechengebiete (auch im Uberlappungsbereich
Qap) berechnet. In einem zweiten Schritt folgt die Projektion der Losungen. Dafiir miissen die
Schnittmengen der Volumina der Zellen und Partikel im Uberlappungsgebiet Qg berechnet
werden. Wie bereits erldutert wurde, ist den Partikeln bei der SPH-Methode keine geometrische
Form zugeordnet. Daher schldgt Mancip (2003) vor, den Partikeln ein virtuelles Gitter zu iiber-
lagern. Die Partikel sind hierbei als Mittelpunkte der Zellen dieses virtuellen Gitters definiert.
Die Eckpunkte dieser Zellen werden mit einer Geschwindigkeit dhnlich der Partikelgeschwin-
digkeit advektiert. Bei diesem Verfahren diirfen sich die Partikelabstinde untereinander nicht
signifikant dndern, da sich sonst das virtuelle Gitter zu stark deformiert (Neuhauser, 2014). Fiir
hochgradig instationidre Stromungen ist der Ansatz zur Beschreibung der Partikelform somit
nicht geeignet. Alternativ kann die von Barcarolo (2013) vorgeschlagene und bereits erlduterte
Dirichlet-Zerlegung genutzt werden, um die Form der Partikel zu approximieren. Dieses Prinzip
ist in Abb. 2.10f gezeigt. Fiir eines der Partikel sind die Schnittvolumina zwischen der zugeho-
rigen Voronoi-Zelle und den iiberlappenden FV-Zellen in Form von schraffierten Flichen dar-
gestellt. Zwar ist dieser Ansatz konservativ, jedoch muss die entsprechende Dirichlet-Zerlegung
aufgrund der Dynamik der Partikel zu jedem Zeitpunkt neu generiert werden. Aus demselben
Grund ist auch die Bestimmung der Schnittmengen der Volumenelemente zu jedem Zeitpunkt
erforderlich. Neuhauser (2014) stellt heraus, dass dies die Rechenzeit erhoht. AuBlerdem ist die
Robustheit dieses Ansatzes in Frage zu stellen.
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Abbildung 2.12: Vereinfachte Darstellung zum Informationsfluss im Bereich der Kopp-
lung bei Verfahren basierend auf dem OG- und dem ZG-Ansatz

Die im Folgenden vorgestellten Verfahren basieren ebenfalls auf der Verwendung eines Uber-
lappungsgebiets Qap. Jedoch wird hierbei keine Projektion der Erhaltungsgrof3en durchgefiihrt.
Aus diesem Grund sind diese Verfahren anders als das Verfahren nach Mancip (2003) nicht
konservativ. Auf der anderen Seite ist bei diesen Verfahren keine aufwendige Bestimmung der
Form der Partikel sowie der Schnittvolumina zwischen den iiberlappenden Volumenelementen
innerhalb des Uberlappungsgebiets notwendig.
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Bouscasse et al. (2013) stellen das Fehlen einer zufriedenstellenden Moglichkeit bei der SPH-
Methode zur lokalen und anisotropen Variation der rdumlichen Auflosung des Rechengebiets
heraus. Dies ist die Motivation fiir die Entwicklung einer Methode zur Einbettung eines SPH-
Rechengebiets in externe Rechengebiete, die durch einen anderen Loser (wie z. B. die FV-
Methode) oder eine andere raumliche Gebietsauflosung charakterisiert sind. Der Ansatz wird
durch Folgearbeiten von Marrone et al. (2016) und Chiron et al. (2018a) mit einem groBeren
Augenmerk auf die Kopplung der SPH- und der FV-Methode weiterentwickelt. Das Ziel in der
Arbeit von Marrone et al. (2016) ist, ein genaues und effizientes Verfahren zur Berechnung
von Stromungen mit Wirbelbildung und -entwicklung an festen Winden sowie der Fragmentie-
rung und der Zerstaubung von Oberflachenwellen, die bei Schifffahrts- und Kiistenanwendungen
vorkommen, zu entwickeln. Wandnahe Stromungen lassen sich aufgrund der anisotropen Git-
terverfeinerung deutlich besser mit der FV-Methode beschreiben. Die zeitliche Entwicklung der
freien Oberfliche kann jedoch besser mit der SPH-Methode berechnet werden. Um eine mog-
liche Inkonsistenz der gekoppelten Methode zu vermeiden, wird fiir beide Verfahren derselbe
schwach-kompressible Ansatz zur Losung der isothermen Navier-Stokes-Gleichungen verwen-
det. Zur Berechnung der numerischen Fliisse wird bei der FV-Methode die Godunov-Methode
hoherer Ordnung eingesetzt. Bei der SPH-Methode wird der 6-SPH-Ansatz nach Antuono et al.
(2010) verwendet, bei dem stabilisierende Diffusionsterme in den Kontinuitédts- und Impuls-
gleichungen eingefiihrt werden. Der Informationsfluss bei diesem Kopplungsansatz ist in Abb.
2.12b veranschaulicht. Als Grund fiir die Verwendung des Uberlappungsgebiets Qap wird eine
verbesserte Stabilitit der Kopplungsmethode genannt. In dem Uberlappungsgebiet wird die Lo-
sung sowohl mit der SPH- als auch mit der FV-Methode berechnet. Die Losung an den Partikeln
in dem Uberlappungsgebiet wird jedoch durch zusétzliche Terme in den Erhaltungsgleichungen
als Uberlagerung der Losungen beider numerischer Verfahren definiert. Diese Uberlagerung
bewirkt, dass am SPH-Rechengebiet die Losung vom Rand 0Qp zum Rand dQ4 von der Lo-
sung der FV-Methode zu der Losung der SPH-Methode iibergeblendet wird. Die Losung des
FV-Rechengebiets ist davon unbeeinflusst. Wie auch bei der Methode nach Napoli et al. (2016)
gibt es keinen direkten Austausch numerischer Fliisse zwischen den Rechengebieten €, und
Qg. Die Rechengebiete werden iiber das Uberlappungsgebiet hinaus um Geistergebiete Q4 A
und €, g erweitert. Die Werte der Stromungsvariablen an den Geisterzellen des Gebiets €24 A
werden iiber eine SPH-Interpolation der Werte der Partikel des Gebiets g berechnet. Die Werte
der Geisterpartikel des Gebiets Q, g werden iiber eine lineare Interpolation der Werte der Zellen
des Gebiets Q4 berechnet. Zur Realisierung der Uberblendung der Losung an den Partikeln
im Uberlappungsgebiet Qap wird die Losung des FV-Rechengebiets ebenfalls iiber eine lineare
Interpolation an diese Partikel libertragen. Bei der Methode nach Bouscasse et al. (2013) werden,
anders als bei der Methode nach Napoli et al. (2016), die Geisterpartikel im Gebiet Q, p iiber
einen Pufferzonen-Ansatz (vgl. Abschnitt 2.2) behandelt. Diese ist hinsichtlich der Anwendung
beliebig komplexer Stromungsfelder gegeniiber den in Abschnitt 2.2 vorgestellten Ansétzen
verbessert. Demnach werden Partikel je nach Bewegungsrichtung in Geisterpartikel oder Par-
tikel des Rechengebiets umgewandelt, wenn sie den Rand dQp durchqueren. Geisterpartikel,
die den duBeren Rand des Gebiets €, g liberschreiten, werden geloscht. Da das Stromungsfeld
innerhalb der Pufferzone beliebig kompliziert sein kann, muss ein robuster Ansatz entwickelt
werden, um eine homogene Partikelverteilung innerhalb der Pufferzone zu gewihrleisten. Es
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wird angestrebt, die Partikelanzahl innerhalb der Pufferzone zeitlich konstant zu halten. Im Falle
einer reduzierten Anzahl von Geisterpartikeln wird die Partikeldichte der Geisterpartikel auf
einem kartesischen Gitter an der Pufferzone berechnet. An den Stellen geringster Partikeldichte
wird die fehlende Anzahl an Geisterpartikeln initialisiert. Um mogliche Inhomogenititen der
raumlichen Partikelanordnung auszugleichen, wird auBBerdem ein iteratives Verfahren nach Co-
lagrossi et al. (2012) angewendet, bei dem Partikel in die Richtung von Regionen mit Defiziten
der Partikeldichte advektiert werden. Dieses Vorgehen erhoht signifikant die Rechenzeit. Das
Kopplungsverfahren wird in den Arbeiten von Bouscasse et al. (2013) und Marrone et al. (2016)
an den transienten Testfdllen einer stehenden Welle und einer brechenden Welle erprobt, bei
denen das SPH-Verfahren im Bereich der freien Oberfliche angewendet wird. Marrone et al.
(2016) demonstrieren, dass mit dem Verfahren von den Vorteilen beider numerischer Metho-
den profitiert werden kann und das Ergebnis des gekoppelten Verfahrens im Vergleich zu den
Ergebnissen der einzelnen Verfahren genauer ist. Akustische Wellen und Wirbel werden ohne
sichtbare Diskontinuitdten zwischen den Rechengebieten advektiert. Die Erhaltung bei Anwen-
dung des Kopplungsverfahrens wird nicht diskutiert. Da jedoch Interpolationen zwischen den
Rechengebieten durchgefiihrt werden, ist das Verfahren nicht konservativ.

Chiron et al. (2018a) erproben das zuvor erlduterte Verfahren fiir wesentlich gro3ere Massen-
strome an den Kopplungsschnittstellen und verbessern den Algorithmus von Bouscasse et al.
(2013) zur Homogenisierung der riumlichen Anordnung der Geisterpartikel innerhalb der Puf-
ferzone. Bei der Methode nach Chiron et al. (2018a) basiert die Berechnung der numerischen
Fliisse der Partikel, anders als bei dem Ansatz nach Marrone et al. (2016), wie bei dem FV-
Losungsverfahren auf der Godunov-Methode mit MUSCL-Diskretisierung. Da relativ grof3e
Massenstrome zwischen den Rechengebieten iibertragen werden sollen, muss ein robustes Ver-
fahren zur Partikelgenerierung und -16schung entwickelt werden. Dieses Verfahren basiert auf
dem Ansatz nach Kassiotis et al. (2013) (vgl. Abb. 2.7f in Abschnitt 2.2). Der du3ere Rand des
Geistergebiets €, g wird dafiir in Segmente unterteilt, an denen Massenstrome basierend auf
dem von dem FV-Rechengebiet interpolierten Stromungsfeld bestimmt werden. Die Segmente
dienen dabei, wie die Eckpartikel bei der Methode nach Kassiotis et al. (2013), als Massenpuffer,
die abhédngig von der Stromungsrichtung relativ zum Segment an Masse zu- oder abnehmen.
Wenn die Masse des Segments eine Referenzmasse iiberschreitet, wird ein neues Partikel im
Abstand einer halben Partikelgrofe zum Segment eingefiigt und mit von dem FV-Rechengebiet
interpolierten Werten der Stromungsvariablen initialisiert. Falls die Masse des Segments einen
Wert kleiner als die negative Referenzmasse unterschreitet, wird das zum Segment nichstgele-
gene Partikel geloscht. Auerdem werden Partikel geloscht, wenn sie das Geistergebiet an einem
Segment durchqueren. Bei der Generierung oder der Loschung von Partikeln, wird der Mas-
senpuffer des Segments entsprechend der Masse dieser Partikel verringert oder vergrofert. Um
Inhomogenititen der rdumlichen Partikelanordnung innerhalb des Gebiets Qp auszugleichen,
wird ein Verfahren zur Partikelhomogenisierung basierend auf den Ansdtzen nach Lind et al.
(2012) und Oger et al. (2016) angewendet. Dieses Verfahren ist effizienter als der von Bouscasse
et al. (2013) verwendete Algorithmus. Das Verfahren wird an verschiedenen akademischen Test-
fallen mit freien Fluidoberflachen erprobt. Um die Fihigkeit von relativ grolen Massenstromen
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tiber die Kopplungsgebiete zu demonstrieren, wird die Umstromung eines Zylinders in einem
Kanal mit freier Oberfliche berechnet.

Neuhauser et al. (2013) und Neuhauser (2014) entwickeln eine hybride Methode zur Losung der
isothermen Euler-Gleichungen mit dem Ziel, transiente Stromungsvorginge in Pelton-Turbinen
zu simulieren. Als Griinde fiir die Anwendung einer hybriden Methode werden die Vorteile der
SPH-Methode bei der Behandlung freier Oberflachen und bei der Interaktion des Fluids mit
beweglichen Festkorpern sowie die Vorteile der FV-Methode bei der lokalen und anisotropen
Gitterverfeinerung genannt. Das Verfahren wird erfolgreich an akademischen Testféllen und
der Umstromung eines Tragfliigels getestet. Als mathematisches Modell fiir die zeitliche Inte-
gration der Partikelzustinde wird, wie in der Arbeit von Barcarolo (2013), die ALE-Methode
angewendet. Der Informationsfluss bei diesem Verfahren ist in Abb. 2.12¢ veranschaulicht. Es
handelt sich hierbei um einen ZG-Ansatz. Das gesamte Rechengebiet Qp = Q wird mit Partikeln
diskretisiert. Nur in ausgewihlten Bereichen (z. B. im wandnahen Bereich) werden dem SPH-
Rechengebiet FV-Rechengebiete iiberlagert. In diesen Bereichen Qa = Qap erfolgt die Losung
der Erhaltungsgleichungen basierend auf der FV-Methode. Die FV-Rechengebiete werden, wie
bei der Methode nach Napoli et al. (2016), mit Geistergebieten Q, o erweitert, an denen die
Stromungsvariablen von den umgebenden Partikeln mit einem Shepard-Filter (Shepard, 1968)
interpoliert werden. Die Berechnung der numerischen Fliisse einer Zelle erfolgt ausschlieB3-
lich unter Beriicksichtigung benachbarter Zellen. Bei der Berechnung der numerischen Fliisse
der Partikel werden hingegen, wie bei der Methode nach Barcarolo (2013), auch die Zellen,
die im Interaktionsbereich des Partikels liegen, beriicksichtigt. In dem Bereich Qap, in dem
Zellen und Partikel liberlappen, werden die Zellen als Interaktionspartner fiir ein Partikel be-
vorzugt. Im Gegensatz zu der Methode nach Barcarolo (2013) konnen Partikel den Bereich
des FV-Rechengebiets durchqueren. Daher entsteht das Problem, dass ein Partikel gleichzeitig
den Bereich innerhalb und auBerhalb des Uberlappungsgebiets Qap belegen kann. In diesem
Fall darf dieses Partikel nur teilweise als Interaktionspartner beriicksichtigt werden. Daher wird
zur Berechnung der SPH-Operatoren eine Verringerung der Gewichtung bzw. des Volumens
eines solchen Partikels sowie eine entsprechende Verschiebung der Partikelposition an die Po-
sition des verdnderten Partikelschwerpunkts vorgeschlagen. Das Volumen einer Zelle, dessen
Zellmittelpunkt einen Abstand zu dem Partikel kleiner als die Hélfte einer charakteristischen Par-
tikelausdehnung hat, wird von dem Volumen dieses Partikels abgezogen. Die charakteristische
Partikelausdehnung wird als Durchmesser des Partikels bestimmt. Hierfiir wird die Form des
Partikels als Kreis im Falle von zwei raumlichen Dimensionen bzw. als Kugel im Falle von drei
rdaumlichen Dimensionen angenommen. Das zu subtrahierende Volumen einer iiberlappenden
Zelle ist somit gleich null oder gleich dem gesamten Zellvolumen. Dadurch entstehen Unge-
nauigkeiten, die durch eine Verfeinerung dieser Zellen in kleinere Volumina reduziert werden.
Da die Partikel im Bereich der Uberlappung entweder gar nicht oder nur teilweise als Interakti-
onspartner beriicksichtigt werden, sind numerische Fliisse unter Einbeziehung solcher Partikel
nicht reziprok. Durch diesen Umstand sowie durch die Interpolation des Stromungsfelds an den
Geisterzellen wird die Erhaltung einschlieBlich der Masse verletzt.

Der Ansatz nach Dabonneville (2018) basiert ebenfalls auf dem ZG-Ansatz. Der Informati-
onsfluss bei diesem Verfahren ist in Abb. 2.12d veranschaulicht. Bei diesem Verfahren werden
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allerdings SPH-Rechengebiete Qg = Qap in ein FV-Rechengebiet 24 = € eingebettet. Es stellt
sich heraus, dass der Informationsfluss dhnlich dem des Verfahrens von Napoli et al. (2016) ist.
Das SPH-Rechengebiet Qg wird durch ein Gebiet €, g mit Geisterpartikeln, die sich durch Spie-
gelung der Partikelpositionen des SPH-Rechengebiets ergeben (vgl. Abschnitt 2.1), erweitert.
Der numerische Fluss eines Partikels ergibt sich nur durch Interaktionen mit Nachbarpartikeln.
GleichermaBen ergibt sich der numerische Fluss einer Zelle nur durch Interaktionen mit Nach-
barzellen. Der Unterschied zu dem Verfahren nach Napoli et al. (2016) ist, dass explizit kein
Geistergebiet fiir das FV-Rechengebiet definiert wird. Zu jedem Zeitpunkt wird zuerst ein Zeit-
schritt des FV-Verfahrens fiir das gesamte Rechengebiet Qa = Q durchgefiihrt. Darauthin wird
der Zeitschritt fiir das SPH-Rechengebiet unter Beriicksichtigung des an den Geisterpartikeln
interpolierten Stromungsfelds durchgefiihrt. Zuletzt wird die Losung des SPH-Rechengebiets
durch eine Shepard-Interpolation (Shepard, 1968) an den Zellen des FV-Rechengebiets im Uber-
lappungsbereich Q4p interpoliert. Die Losung des Stromungsfelds an diesen Zellen wird durch
den zuletzt genannten Schritt somit korrigiert. Partikel des Rechengebiets, die den Rand 9Qp
durchqueren, werden geloscht. Ein Partikeleintrag in das SPH-Rechengebiet wird bei der Me-
thode nach Dabonneville (2018) nicht ermoglicht. Dies stellt eine wesentliche Limitierung des
Verfahrens dar. AuBlerdem ist das Verfahren aufgrund der Interpolationen nicht konservativ.

Zusammenfassend lasst sich festhalten, dass eine Reihe verschiedener Ansitze existiert, die
bereits erfolgreich zur Kopplung der SPH- und der FV-Methode angewendet wurden. Eine rein
konservative Kopplung der Methoden ist nur mit der auf dem OG-Ansatz basierenden Methode
nach Mancip (2003) moglich. Der Nachteil der Methode nach Mancip (2003) ist allerdings,
dass eine Projektion der ErhaltungsgroBen innerhalb eines Uberlappungsgebiets durchgefiihrt
werden muss. Dieser Ansatz ist sehr rechenaufwendig und wirkt nicht robust. Daher wird der
Ansatz in dieser Arbeit nicht weiterverfolgt. Zudem wurde eingangs dieses Kapitels die An-
forderung definiert, dass der Kopplungsansatz eine moglichst geringe Komplexitit aufweisen
soll. In diesem Zusammenhang sollen idealerweise die iiblichen Verfahren zur Aufprigung von
Randbedingungen angewendet werden. Bei der FV-Methode entspricht dies der direkten Auf-
priagung der Randbedingungen an den Fliachenelementen des Kopplungsrands. Dieser Ansatz
ist numerisch robust und effizient. Bei den auf dem OG-Ansatz basierenden Verfahren wird
allerdings ein Uberlappungsgebiet definiert, an dem eine Uberblendung der Stromungsvaria-
blen der einzelnen Rechengebiete durchgefiihrt wird. Demnach erfiillen sowohl das Verfahren
nach Mancip (2003) als auch die iibrigen auf dem OG-Ansatz basierenden Verfahren die zuvor
genannte Anforderung nicht. Im Hinblick auf eine geringe Komplexitit des Kopplungsansatzes
sind die auf dem PG-Ansatz basierenden Methoden besser geeignet, da kein Uberlappungs-
gebiet zur Uberblendung der Stromungsvariablen verwendet wird. Die Methode nach Napoli
et al. (2016) und Monteleone et al. (2015) basiert auf dem PG-Ansatz und zeigt die fiir diese
Arbeit groBite Relevanz unter den bisher dargelegten Verfahren. Jedoch muss auch bei dieser
Methode festgestellt werden, dass die Kopplungsbedingungen fiir das FV-Rechengebiet iiber
Geisterzellen und nicht, wie iiblicherweise bei der FV-Methode, liber Randflichen aufgepragt
werden. Zudem werden zur Aufpriagung der Kopplungsbedingungen fiir das SPH-Rechengebiet
dynamisch generierte Geisterpartikel verwendet. Wie bereits in Abschnitt 2.1 erldutert wurde, ist
die Verwendung statischer Geisterpartikel insbesondere fiir nichtebene Riander deutlich robus-
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ter, da die rdumliche Anordnung der Geisterpartikel stets homogen ist. Dariiber hinaus werden
Partikel durch instantane Ereignisse an den Randern generiert und geloscht. Dadurch kann, wie
auch bei den iibrigen Verfahren, nicht gewihrleistet werden, dass die Massenstrome der beiden
Rechengebiete zu jedem Zeitpunkt der Simulation und an jedem Ort des Kopplungsrands gleich
sind. Eine kontinuierliche Massendnderung der Partikel auf Basis der lokalen Massenstrome
am Kopplungsrand wurde bisher nicht in Betracht gezogen. In Abschnitt 2.2 wurde erléutert,
dass dieser Ansatz vorteilhaft ist. Insbesondere bei einem Embedded-SPH-Ansatz konnte auf
diese Weise die Gleichheit der Massenstrome der Rechengebiete sowohl zu jedem Zeitpunkt der
Simulation als auch an jedem Ort des Kopplungsrands verbessert werden.

Im néchsten Abschnitt werden die im letzten Absatz identifizierten Liicken der bestehenden
Kopplungsansitze hinsichtlich eines geeigneten Embedded-SPH-Verfahrens zusammengefasst.
Darauf aufbauend wird die Zielsetzung dieser Arbeit formuliert.

2.4 Zielsetzung

Zusammenfassend muss festgestellt werden, dass die zu Beginn dieses Kapitels definierten An-
forderungen an eine Embedded-SPH-Methode nicht vollumfanglich durch bisher verfiigbare
Embedded-SPH-Ansitze erfiillt werden konnen. Bei den meisten Verfahren werden zur Kopp-
lung zusitzliche Uberlappungsgebiete benétigt, iiber die eine unnotige Komplexitiit eingefiihrt
wird. Bei anderen Verfahren werden Geisterzellen zur Aufpragung von Kopplungsbedingungen
fiir das FV-Rechengebiet verwendet. Es handelt sich bei diesen Verfahren daher um speziell fiir
die Kopplung entwickelte Sonderlésungen, bei denen nicht die {iblichen Methoden zur Aufpri-
gung von Randbedingungen der beiden numerischen Verfahren verwendet werden. Hierdurch
wird eine direkte und unkomplizierte Kopplung verfiigbarer Software zur Stromungssimulation
erschwert. AuBBerdem wurde bisher nicht der Versuch unternommen, eine Gleichheit der Mas-
senstrome der Rechengebiete sowohl zu jedem Zeitpunkt der Simulation als auch an jedem Ort
des Kopplungsrands herzustellen. Hierzu wiire eine kontinuierliche Anderung der Masse rand-
naher Partikel auf Basis der am Kopplungsrand definierten Massenstrome notwendig. Dariiber
hinaus wurde bis heute die Anwendung statischer Geisterpartikel zur Aufpragung gekoppelter
und offener Randbedingungen nicht in Betracht gezogen, obwohl diese Methode durch ein hohes
Mal an Flexibilitit und Robustheit charakterisiert ist. Auch fiir offene nichtgekoppelte Randbe-
dingungen in der SPH-Methode wire dieser Ansatz von Vorteil, um komplexe Stromungsfelder
am Kopplungsrand zu realisieren.

Das Ziel der vorliegenden Arbeit ist deshalb, ein Embedded-SPH-Verfahren zu entwickeln und
zu validieren, iiber das beliebig komplexe Stromungsfelder zwischen den Rechengebieten der
SPH- und der FV-Methode advektiert werden konnen. Bei der Entwicklung dieses Verfahrens
sollen die zuvor genannten Nachteile verfiigbarer Methoden adressiert werden.

Insbesondere soll erstmalig ein einheitlicher Ansatz entwickelt werden, bei dem dieselben Me-
thoden zur Aufpridgung von offenen Randbedingungen auch zur Aufprigung von Kopplungs-
bedingungen verwendet werden konnen. Die Kopplungs- und Randbedingungen unterscheiden
sich in diesem Fall lediglich durch einen anderen Berechnungsansatz. Durch die Anwendung
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der iiblichen Ansitze zur Aufprigung von Randbedingungen beschrinkt sich der Entwick-
lungsaufwand des Kopplungsansatzes auf geeignete Verfahren in der SPH-Methode. In diesem
Zusammenhang sollen erstmalig statische Geisterpartikel zur Aufpragung von sowohl offenen
als auch gekoppelten Randbedingungen bei der SPH-Methode angewendet werden. Im Zuge der
Entwicklung dieses einheitlichen Konzepts befasst sich diese Arbeit zu einem gro3en Teil neben
gekoppelten Randbedingungen auch mit nichtgekoppelten offenen Randbedingungen.

Zudem soll der Versuch unternommen werden, iiber einen Ansatz zur kontinuierlichen Massen-
anderung randnaher Partikel die Abweichung zwischen den Massenstromen der Rechengebiete
sowohl zu jedem Zeitpunkt der Simulation als auch an jedem Ort des Kopplungsrands zu
minimieren. Wie bereits erldautert wurde, setzt die Anwendung statischer Geisterpartikel die
Generierung und Loschung von Partikeln im internen Rechengebiet voraus. Durch die Gene-
rierung und Loschung von Partikelmasse konnen im randnahen Bereich inhomogene rdaumliche
Anordnungen der Partikel entstehen. Bedingt durch diese Inhomogenititen konnen unphysikali-
sche Oszillationen der Stromungsvariablen hervorgerufen werden. Es ist fiir diese Arbeit daher
ein weiteres Ziel, das SPH-Verfahren durch die gezielte Auswahl und Erprobung verfiigbarer
Ansitze zur hinreichenden Verminderung dieser Oszillationen zu optimieren.

Diese Arbeit konzentriert sich auf die grundsétzliche Entwicklung offener und gekoppelter Rand-
bedingungen fiir die SPH-Methode. Mit der Validierung des vorliegenden Verfahrens anhand
von akademischen Testféllen soll die Anwendbarkeit des Verfahrens auf komplexe Stromungs-
felder demonstriert werden. Dies ist eine wesentliche Voraussetzung bei der Simulation von
Zerstaubungsprozessen. Die Anwendung des Verfahrens auf die Simulation von Mehrphasen-
stromungen und Zerstaubungsprozessen in technisch relevanten Injektorkonfigurationen bleibt
Nachfolgearbeiten vorbehalten.
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In diesem Kapitel werden die Gleichungen zur Beschreibung des Stromungsfelds eingefiihrt.
Wie in Kapitel 2 dargelegt wurde, ist das Ziel dieser Arbeit die Entwicklung einer Embedded-
SPH-Methode. Das langfristige Ziel ist die Applizierung dieser Methode auf die Simulation
der Primirzerstiubung in technisch relevanten Konfigurationen im Bereich der Verbrennungs-
technik. Der Aufwand zur Entwicklung und Integration der fiir Brennkammersimulationen not-
wendigen Modellierungsansitze sowie die Applizierung dieses Verfahrens auf entsprechende
Testfélle wiirde tiber den Rahmen dieser Arbeit hinausgehen. Daher soll diese Arbeit als erster
Entwicklungsschritt hin zu dem zuvor genannten langfristigen Ziel angesehen werden. In diesem
Sinne soll, wie in Kapitel 2 erldutert wurde, demonstriert werden, dass komplexe Stromungs-
felder iiber die Schnittstellen zwischen den gekoppelten Rechengebieten transferiert werden
konnen. Unter , komplex werden an dieser Stelle instationdre Stromungen mit signifikanten
Gradienten der Stromungsvariablen verstanden. Zur Anwendung dieser Stromungsfelder ist es
ausreichend, laminare, inkompressible, einphasige und isotherme Stromungen mit konstanter
Viskositét zu betrachten. Hierdurch wird der Entwicklungsaufwand fiir die Embedded-SPH-
Methode deutlich reduziert. Eine Erweiterung des Verfahrens auf die Modellierung turbulenter
und mehrphasiger Stromungen sowie weiteren bei der Verbrennungssimulation notwendigen
Modellierungsansitzen ist zukiinftigen Arbeiten vorbehalten.

Zur mathematischen Beschreibung des im letzten Absatz definierten Fluidtyps ist die Berechnung
des Fluiddrucks und der Fluidgeschwindigkeit notwendig. Hierfiir miissen die Kontinuitéts- und
Impulsgleichungen geldst werden. Die Losung der Energiegleichung ist fiir ein isothermes und
inkompressibles Fluid nicht notwendig. Braun (2018) argumentiert, dass aus Effizienzgriinden
bei der Simulation der Primérzerstaubung ein WCSPH-Ansatz verwendet werden sollte. Daher
wurde in Kapitel 2 entschieden, auch in dieser Arbeit einen WCSPH-Ansatz zu nutzen. Daraus
ergibt sich die Modellierung eines schwach-kompressiblen Fluids und die Notwendigkeit einer
Zustandsgleichung. Die Dichtevariation des Fluids ist bei diesem Ansatz gering, sodass das
Fluid als quasi-inkompressibel betrachtet werden kann. Die mathematischen Vereinfachungen
der Erhaltungsgleichungen, die sich fiir ein inkompressibles Fluid ergeben, konnen daher auch
bei der WCSPH-Methode angewendet werden. Im Hinblick auf die schwache Kompressibilitit
des Fluids wird dieses als barotrop behandelt. Dadurch besteht weiterhin keine Notwendigkeit
zur Losung der Energiegleichung.

Bevor die Kontinuitéts- und Impulsgleichungen in den Abschnitten 3.2 und 3.3 vorgestellt wer-
den, wird in Abschnitt 3.1 das Konzept einer allgemeinen Transportgleichung eingefiihrt, aus
der sich die zuvor genannten Gleichungen generieren lassen. Fiir diese allgemeine Transportglei-
chung wird das Arbitrary-Lagrangian-Eulerian(ALE)-Konzept (Donea et al., 2004) eingefiihrt.
Durch diesen Ansatz lisst sich insbesondere eine beliebige Transportgeschwindigkeit des den
Gleichungen zugrundeliegenden Kontrollvolumens ermoglichen. Hierdurch konnen in Kapitel 4
wichtige numerische Konzepte der SPH-Methode realisiert werden. Die Zustandsgleichung zur
Kopplung des Drucks und der Dichte wird in Abschnitt 3.4 erldutert. Die in den folgenden Ab-
schnitten eingefiihrten Gleichungen dienen als Grundlage fiir die Entwicklung der diskretisierten
Gleichungen der SPH-Methode, die in Kapitel 4 dargelegt werden.
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3.1 Allgemeine Transportgleichung

Die Kontinuitits- und Impulsgleichungen lassen sich auf Basis einer allgemeinen Transportglei-
chung formulieren. Die differentielle Form dieser Transportgleichung lautet wie folgt:

0 (pd)
ot

+V-(ppu)+V-Fy =0 (3.1)

InGl.3.1sindt, p, ¢,u € R" und Fy € R" der Reihe nach die physikalische Zeit, die Fluiddichte,
eine allgemeine Transportgrole des Fluids, der Geschwindigkeitsvektor des Fluids und der
Flussvektor des Skalars ¢, wobei n die Anzahl der rdumlichen Dimensionen reprisentiert. Im
Folgenden werden sowohl Vektoren als auch Matrizen, wie bereits in Gl. 3.1 erkennbar ist,
durch fettgedruckte Symbole reprisentiert. Die 2-Norm bzw. der Betrag eines Vektors wird
durch die Schreibweise ||| gekennzeichnet. Skalarprodukte, Matrix-Vektor-Multiplikationen
und Matrizenmultiplikationen werden durch einen Punkt zwischen den zu multiplizierenden
GroBen und somit durch (+) - (+) dargestellt. Entsprechend wird die Divergenz eines Vektors oder
eines Tensors, wie bereits in Gl. 3.1 erkennbar ist, durch V - () ausgedriickt. Dagegen werden
Gradienten eines Skalars im Folgenden durch V (-), also ohne einen Punkt nach dem V Operator,
und Gradienten eines Vektors durch (V ® (+))T dargestellt, wobei (+) T die Transponierung eines
Vektors bzw. einer Matrix und (+) ® (+) das dyadische Produkt représentiert.

Die integrale Form der Transportgleichung (GI. 3.1) ergibt sich aus einer Integration von GI. 3.1
tiber ein zeitlich variantes makroskopisches Kontrollvolumen V:

vy Ot 0 V(1)

In GI. 3.2 ist die GroBe dv ein infinitesimal kleines Volumenelement. In Abb. 3.1 sind das ma-
kroskopische Kontrollvolumen V sowie das infinitesimale Volumenelement dv veranschaulicht.

Auf Basis des Geschwindigkeitsfelds @, das im Folgenden Transportgeschwindigkeit genannt
wird, wird das Kontrollvolumen V advektiert und verformt. Dariiber hinaus wird das Geschwin-
digkeitsfeld 61, das im Folgenden Geschwindigkeitsdifferenz genannt wird, als die Differenz
der Transportgeschwindigkeit @i und der Fluidgeschwindigkeit u definiert:

ou=0-u (3.3)

In Abb. 3.1 ist eine Stromung durch mogliche Stromlinien dargestellt. Auf Basis dieses Stro-
mungsfelds liegt sowohl an dem Volumenelement dv als auch am Rand S des Kontrollvolumens
V eine bestimmte Fluidgeschwindigkeit u an. Mogliche Transportgeschwindigkeiten @ und die
sich daraus ergebenden Geschwindigkeitsdifferenzen 6t sind ebenfalls in Abb. 3.1 veranschau-
licht. Uber das Reynolds-Transport-Theorem lisst sich die zeitliche Anderungsrate d/dz () des
Integrals des Skalars p¢ tiber dem Kontrollvolumen V wie folgt ausdriicken:

dv:/ a(p¢)dv+/ V- (pg ) dv (3.4)
vy Ot 70)

— [ »p
dr 70
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Abbildung 3.1: Geschwindigkeitsfeld an einem Kontrollvolumen des Fluids

Unter Beriicksichtigung von Gl. 3.2 und GI. 3.3 ergibt sich aus Gl. 3.4 der folgende Ausdruck:

d
— podv = / V. (ppoa)dv — / V- Fgdv (3.5)
dr Jy( V(1) V(1)

GIl. 3.5 entspricht dem bereits einleitend erwihnten ALE-Konzept. Diese Gleichung beschreibt
die zeitliche Anderungsrate der Erhaltungsgrofe respektive des Volumenintegrals der GroBe p¢
in Abhéngigkeit des Flussvektors Fy und des konvektiven Flusses (erster Term auf der rechten
Seite in GI. 3.5). Der konvektive Fluss ist dabei abhiingig von der Geschwindigkeitsdifferenz 5.
Zur besseren Veranschaulichung der Bedeutung von GI. 3.5 konnen die Volumenintegrale auf der
rechten Seite in GI. 3.5 iiber den Gaul3’schen Integralsatz in Oberflichenintegrale umgewandelt

werden: d
— podv :/ Jolu; 6ﬁ-nds—/ Fys - nds (3.6)
dr Jy (1) S(1)

In Gl. 3.6 sind S, ds und n der Reihe nach die zeitlich variante Oberflache des Kontrollvolumens
V, ein infinitesimal kleines Oberflachenelement der Oberfliche S sowie der aus dem Kontroll-
volumen V herauszeigende Normaleneinheitsvektor der Oberflidche S. Die genannten Grof3en
sind in Abb. 3.1 veranschaulicht. Der erste Term auf der rechten Seite in Gl. 3.6 représentiert
den konvektiven Fluss des Skalars p¢, der die Oberfliche S durchquert.

Auf Basis des zuletzt genannten Terms ist bei einem numerischen Verfahren zur Losung der Gl.
3.6 die Wahl der Geschwindigkeitsdifferenz 6t magebend. Fiir eine Geschwindigkeitsdifferenz
ot = —u gilt gemiB GI. 3.3 die Identitédt &t = 0, wobei 0 fiir den Nullvektor steht. In diesem Fall
sind die Position und die Groe des Kontrollvolumens V zeitlich invariant. Diese Art des Kon-
trollvolumens ist die Grundlage fiir das FV-Verfahren mit einem statischen Rechengitter. An der
Oberfliche des Kontrollvolumens entsteht ein konvektiver Fluss, iiber den das Volumenintegral
des Skalars p¢ geédndert wird. Der konvektive Fluss ist dabei durch die Fluidgeschwindigkeit an
der Oberfliiche des Kontrollvolumens definiert. Die zeitliche Anderungsrate d/dr (+) entspricht
in diesem Fall der partiellen zeitlichen Ableitung in GI. 3.2. Bei der urspriinglichen Form der
SPH-Methode ist die Geschwindigkeitsdifferenz hingegen als 6t = 0 definiert, und somit gilt
gemall Gl. 3.3 die Identitit @ = u. In diesem Fall ist das Kontrollvolumen zeitlich variant,
und die Oberfliche des Kontrollvolumens wird mit der Fluidgeschwindigkeit u advektiert. Das
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Volumenintegral des Skalars p¢ kann sich somit nicht durch konvektive Fliisse dndern. Daher
entspricht die zeitliche Anderungsrate d/dz () der Materialableitung.

Dariiber hinaus existieren Verfahren, die durch keinen der beiden zuvor erlduterten Extremfille
(@ = 0 bzw. @ = u) charakterisiert sind. In Kapitel 4 werden im Zusammenhang mit der SPH-
Methode stabilisierende MaBnahmen vorgeschlagen, bei denen den Partikeln kleine Werte der
Geschwindigkeitsdifferenz 6a aufgeprigt werden. Zudem wird in Kapitel 5 ein Verfahren fiir
offene Randbedingungen vorgestellt, bei dem lokal sehr groBe Werte der Geschwindigkeitsdif-
ferenz o0 auftreten. Die Gl. 3.5 ist die Grundlage, um diese Art von Verfahren mathematisch
korrekt zu beschreiben. Die praktische Umsetzung dieser Beschreibung bei der SPH-Methode
ist jedoch problematisch. Dies wird in Abschnitt 4.5 diskutiert.

Analog zu GI. 3.1 lasst sich auBBerdem eine allgemeine Transportgleichung fiir eine Vektorgrofle

d (p®@)
ot
In GI. 3.7 reprisentieren (+) ® () das dyadische Produkt und 0 den Nullvektor. Die Matrix Fg =
[F¢1, cees F¢n] € R™" setzt sich spaltenweise aus den Flussvektoren Fy, der Komponenten
¢; der Vektorgroe ® = [¢y, ..., ¢,]|T zusammen. Analog zu Gl. 3.5 lisst sich die integrale
Erhaltungsgleichung fiir die vektorielle Groe @ formulieren:

® < R" formulieren:

+V-(u®p®)+V -Fp=0 (3.7)

d
— p(I)dv:/ V- (6ﬁ®p(1))dv—/ V - Fedv (3.8)
dt Jy V() V()

Im Hinblick auf das in Kapitel 5 noch zu erlauternde Verfahren fiir offene Randbedingungen ist es
vorteilhaft, den Flussvektor Fy (bzw. die Matrix Fg der Flussvektoren) in einen nichtdiffusiven
Anteil F. 4 (bzw. F. ¢) und einen diffusiven Anteil Fy 4 (bzw. Fy @) zu zerlegen:

F¢ = Fc,¢ + Fd,¢ (3 9)
Fo=F.0+Fi0 '

In den néchsten Abschnitten werden auf Basis von Gl. 3.5 bzw. GIl. 3.8 die Kontinuitéts-
und Impulsgleichungen formuliert. Hierfiir wird der entsprechende Flussvektor Fy (bzw. die
entsprechende Matrix Fg der Flussvektoren) definiert.

3.2 Kontinuitétsgleichung

Die Kontinuitédtsgleichung ergibt sich durch Einsetzen von ¢ = 1 und dem Flussvektor
Fs-1=0 (3.10)

in Gl. 3.5 zu:
d

— pdv=/ V.- (pot)dv (3.11)
dr Jy V()
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Sowohl der nichtdiffusive als auch der diffusive Anteil des Flussvektors Fy-; sind gleich dem
Nullvektor:

Feyp-1=0 (3.12)
Fip-1=0 (3.13)
Wie noch in Kapitel 4 zu erldutern ist, kann zum Zweck der Stabilisierung des SPH-Verfahrens

in Gl. 3.11 ein diffusiver Flussvektor F; 4-1 # 0 angewendet werden. Dieser hat gemil GI. 3.11
nur einen numerischen und keinen physikalischen Hintergrund.

3.3 Impulsgleichung

Die Impulsgleichung ergibt sich durch Einsetzen von @ = u und der Matrix der Flussvektoren
Fo_y = -0 (3.14)

in Gl. 3.8 zu:
d

— pudv:/ V-(éﬁ@pu)dv+/ V.odv (3.15)
dr Jy 70, V(1)

In GI. 3.14 und GI. 3.15 ist die GroBe o~ der Spannungstensor, der fiir ein Newton’sches Fluid
und auf Basis der Stokes’schen Hypothese wie folgt definiert ist:

o=-pl+u

V®u+(V®u)T—§(V~u)I] (3.16)

In Gl. 3.16 sind p, g und I € R™" der Reihe nach der Fluiddruck, die dynamische Viskositit
und der Einheitstensor. Wie zu Beginn dieses Kapitels dargelegt wurde, konnen aufgrund der
lediglich sehr schwachen Kompressibilitit des Fluids mathematische Vereinfachungen bezogen
auf ein inkompressibles Fluid angewendet werden. Daher kann die Divergenz des Geschwindig-
keitsvektors in GI. 3.16 vernachlissigt werden:

o=-pl+u[Veou+(Veou)T] (3.17)

Dariiber hinaus kann die dynamische Viskositit u fiir das eingangs dieses Kapitels eingefiihrte
barotrope und einphasige Fluid als konstant angenommen werden. Unter dieser Voraussetzung
und der zuvor eingefiihrten Annahme der Divergenzfreiheit des Geschwindigkeitsfelds folgt
durch Einsetzen von Gl. 3.17 in GI. 3.15 die folgende Form der Impulsgleichung:

d

— pudv:/ V-(éﬁ@pu)dv—/ Vpdv+/ V- (uV®u)dv (3.18)
dr Jy 70 V(1) V()
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Der nichtdiffusive Anteil und der diffusive Anteil der Matrix Fgp—-, der Flussvektoren sind auf
Grundlage der zuvor dargelegten Zusammenhinge wie folgt definiert:

Fegoy = pl (3.19)
Fiomu =4 [VOu+(Veu)T] (3.20)

3.4 Zustandsgleichung und Schallgeschwindigkeit

Wie zu Beginn dieses Kapitels dargelegt wurde, wird in dieser Arbeit ein schwach-kompressibler
Ansatz zur Beschreibung des Fluids gewihlt. Dabei wird die Kompressibilitit des Fluids iiber
eine Zustandsgleichung modelliert. Uber diese Zustandsgleichung werden die Fluiddichte p
und der Fluiddruck p miteinander gekoppelt. Die Zustandsgleichung schliet auBBerdem das
Differentialgleichungssystem, das aus Gl. 3.11 und GI. 3.18 besteht. Fiir inkompressible Fluide,
wie z. B. Wasser, kann die Tait-Zustandsgleichung nach Cole (1948) verwendet werden:

2 Y

C

p:fﬂ[(ﬁ) 4
Y PO

+ Po (3.21)

In GI. 3.21 sind pg, po und co der Reihe nach die konstanten Referenzwerte der Fluiddichte,
des Fluiddrucks und der Schallgeschwindigkeit c¢. Die Konstante y bestimmt die Steifigkeit
zwischen dem Druck und der Dichte. In dieser Arbeit wird y = 7 verwendet. Ist die Dichte
p gleich der Referenzdichte pg, ergibt sich gemaf Gl. 3.21 die Identitdt zwischen dem Druck
p und dem Referenzdruck po. In dieser Arbeit wird stets ein Referenzdruck von pg = ON/m?
definiert. Geht der Referenzwert ¢y der Schallgeschwindigkeit gegen einen unendlichen Wert,
ergibt sich gemall Gl. 3.21 die Modellierung eines inkompressiblen Fluids (o = pg = const).
Die Schallgeschwindigkeit ¢ ist unter der Annahme isentroper Zustandsdnderungen iiber der
Schallwelle, also konstanter spezifischer Entropie s, wie folgt definiert:

dp
== 3.22
c ‘/ﬁps (3.22)

Durch Einsetzen der Zustandsgleichung (Gl. 3.21) in Gl. 3.22 lisst sich die folgende Gleichung
fiir die Schallgeschwindigkeit herleiten:

y-1

¢ = co (ﬁ)_ (3.23)
Lo

In Abschnitt 4.7 wird das explizite Zeitschrittverfahren erldutert, das zur numerischen Lo-
sung der Erhaltungsgleichungen (GI. 3.11 und GI. 3.18) verwendet wird. Bei einem expliziten
Zeitschrittverfahren ist die Zeitschrittweite an ein Stabilititskriterium basierend auf der Courant-
Friedrichs-Lewy(CFL)-Zahl gekoppelt. Je groBBer der Referenzwert ¢ der Schallgeschwindigkeit
gewihlt wird, desto geringer ist basierend auf dem CFL-Kriterium die maximal zulédssige Zeit-
schrittweite. Die Motivation bei einer Vielzahl von Stromungssimulationen ist die Analyse der
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Hauptstromung einer stromungstechnischen Problemstellung. Dabei ist oft eine zeitlich genaue
Auflosung der Schallausbreitung nicht von Interesse. Die Hauptstromung, die nun durch eine
Fluidgeschwindigkeit 1 charakterisiert wird, wird durch sehr viel groere Zeitskalen als bei der
Schallausbreitung bestimmt. Somit konnte die Hauptstromung mit sehr viel groleren Zeitschritt-
weiten zeitlich hinreichend genau berechnet werden. Daraus ergibt sich, dass der Mehraufwand
bezogen auf die Rechenzeit der Simulation der Hauptstromung mit einer Verkleinerung der
Mach-Zahl Ma = ug/co zunimmt. Um mit dem gewihlten schwach-kompressiblen Ansatz einen
vertretbaren Simulationsaufwand zu gewihrleisten, wird ein moglichst groer Wert der Mach-
Zahl Ma angestrebt. Dies kann durch eine kiinstliche Verkleinerung des Referenzwerts der
Schallgeschwindigkeit realisiert werden. Es muss jedoch beachtet werden, dass die eingangs
dieses Kapitels eingefiihrte Annahme eines quasi-inkompressiblen Fluids nicht verletzt wird.
Diese Annahme gilt fiir den Fall, dass die Dichtevariation innerhalb des Rechengebiets maximal
1 % der Referenzdichte pg betrigt (Hofler, 2013). Hierfiir darf die Mach-Zahl maximal einen
Wert von Ma = 0,1 annehmen (Hofler, 2013). Aus dieser Einschriankung ergibt sich somit fiir
eine gegebene charakteristische Geschwindigkeit #y der Hauptstromung der minimal zuléssi-
ge Referenzwert ¢ der Schallgeschwindigkeit. Diese Definition der Schallgeschwindigkeit cg
wurde bei der Durchfiihrung der in Kapitel 7 gezeigten Testfille angewendet.

In diesem Kapitel wurden die Gleichungen zur Beschreibung der Fluidstromung eingefiihrt.
Im anschlieBenden Kapitel wird erldutert, wie diese Gleichungen unter der Anwendung der
SPH-Methode numerisch gelost werden konnen. Dabei wird insbesondere das in diesem Ka-
pitel erlauterte ALE-Konzept diskutiert, da bei dem in dieser Arbeit entwickelten Verfahren
besonders in Randnéhe Partikelgeschwindigkeiten auftreten, die deutlich von der Stromungsge-
schwindigkeit abweichen.
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In Kapitel 3 wurden die Formulierungen einer allgemeinen Transportgleichung sowie der
Kontinuitits- und Impulsgleichungen auf Basis des ALE-Ansatzes eingefiihrt. Im Allgemeinen
wird zur Losung dieser Gleichungen ein numerisches Verfahren, wie z. B. die SPH-Methode,
benotigt. Das Ziel dieser Arbeit ist, ein Embedded-SPH-Verfahren zu entwickeln, bei dem SPH-
Rechengebiete mit FV-Rechengebieten gekoppelt werden konnen. Wie in Kapitel 2 dargelegt
wurde, ist hierfiir der maf3gebliche Entwicklungsaufwand der SPH-Methode zuzuordnen. Daher
wird die SPH-Methode in diesem Kapitel naher erldutert. Es soll dargestellt werden, wie die in
Kapitel 3 eingefiihrten Gleichungen mit der SPH-Methode diskretisiert werden konnen.

Der wesentliche Unterschied der SPH-Methode gegeniiber gitterbasierten Methoden ist die Art
der raumlichen Diskretisierung des Rechengebiets. Bei der SPH-Methode wird die rdumliche
Diskretisierung iiber Volumenelemente, die Partikel genannt werden, realisiert. Diese Partikel
werden auf Basis des Stromungsfelds advektiert, wiahrend die Stiitzstellen bei gitterbasierten
Methoden in der Stromungsmechanik iiblicherweise statisch sind. In den Abschnitten 4.1, 4.2
und 4.3 wird auf die grundsitzlichen Konzepte der SPH-Methode zur Diskretisierung der raum-
lichen Ableitungen eingegangen. In der weiterfiihrenden Literatur, z. B. in der von Liu und
Liu (2010), Monaghan (2005), Violeau (2012) und Violeau und Rogers (2016), konnen dar-
iiber hinaus exzellente theoretische Beschreibungen sowie ein Uberblick iiber den aktuellen
Entwicklungsstand und die vielféaltigen Anwendungsmoglichkeiten der SPH-Methode gefunden
werden.

Wie bereits in der Zielsetzung dieser Arbeit (vgl. Abschnitt 2.4) erwidhnt wurde, bestehen nu-
merische Unzuldnglichkeiten der SPH-Methode. Diese sind insbesondere kritisch, wenn die
raumliche Partikelanordnung innerhalb des Rechengebiets lokal inhomogen ist. Eine inhomo-
gene Partikelanordnung ist z. B. durch lokal schwankende Partikelabstiande charakterisiert. Es
wurden wahrend der letzten zwei Jahrzehnte Methoden entwickelt, um die Robustheit der SPH-
Methode gegeniiber diesen numerischen Unzuldnglichkeiten zu verstirken. Das in Kapitel 5
noch vorzustellende Embedded-SPH-Verfahren ist durch inhomogene Partikelanordnungen am
Kopplungsrand charakterisiert. Daher ist es an dieser Stelle wichtig, ausfiihrlich auf die Me-
thoden zur Verbesserung der Stabilitit der SPH-Methode einzugehen und geeignete Verfahren
auszuwdhlen. Dies wird in Abschnitt 4.4 diskutiert.

In der vorliegenden Arbeit ist es auBerdem wichtig, dass die Partikel insbesondere an offenen
Réndern unabhingig von dem lokalen Stromungsfeld advektiert werden konnen. Aus diesem
Grund wurden die Erhaltungsgleichungen in Kapitel 3 auf Grundlage des ALE-Ansatzes for-
muliert. Die Applizierung dieses Ansatzes auf die SPH-Methode ist allerdings problematisch.
Diese Problematik wird in Abschnitt 4.5 aufgezeigt. Auf Grundlage dieser Diskussion werden
in Abschnitt 4.5 die Formulierungen der Erhaltungsgleichungen eingefiihrt, die in dieser Arbeit
bei dem SPH-Verfahren anzuwenden sind.

In Abschnitt 4.6 werden die SPH-Operatoren zur Diskretisierung der rdumlichen Ableitungen
der Erhaltungsgleichungen angewendet. In Abschnitt 4.7 wird der gewéhlte Ansatz zur zeitlichen
Diskretisierung der Erhaltungsgleichungen eingefiihrt.
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(a) (b)

Abbildung 4.1: (a): Rechengebiet mit Gebietsrand und extrudierter Randregion.
(b): Ausschnitt des durch Partikel diskretisierten Rechengebiets

4.1 Kernel-Approximation

Ein wesentlicher Vorteil der SPH-Methode gegeniiber gitterbasierten Methoden ist die Flexibi-
litdt bei der Advektion von Materialeigenschaften und Materialgrenzen. Mit der SPH-Methode
lassen sich z. B. die Phasengrenzen bei der Simulation von Mehrphasenstromungen intrinsisch
und ohne numerische Diffusion durch die Bewegung der Partikel advektieren. Diese wesentliche
Eigenschaft der SPH-Methode wird dadurch ermdoglicht, dass zwischen den Partikeln keine feste
geometrische Topologie herrscht. Somit konnen sich anfiangliche Partikelanordnungen zeitlich
beliebig umformieren, und extreme Materialdeformationen konnen ermoglicht werden. Diese
Eigenschaft bringt aber den Nachteil mit sich, dass rdumliche Ableitungen nicht wie bei gitter-
basierten Methoden iiber geometrisch fest verbundene Stiitzstellen diskretisiert werden kdnnen.
Daher werden Ortsableitungen bei der SPH-Methode mit Hilfe einer Glattungsfunktion, die
auch Kernel genannt wird, diskretisiert. Uber den Kernel eines Partikels werden alle Nachbar-
partikel innerhalb eines gewissen Einflussgebiets des Kernels durch eine geeignete Gewichtung
bei der rdumlichen Diskretisierung beriicksichtigt. In diesem Abschnitt wird die mathematische
Definition dieser raumlichen Diskretisierung vorgestellt.

Das Konzept der SPH-Methode basiert auf der Identitdt zwischen einer beliebigen Funktion
Y (#,¢) und deren Faltung mit der Dirac-Funktion & (¥ — r’), wobei , I’ € R? und ¢ Ortsvektoren
und die Zeit darstellen (Violeau, 2012):

W (F,1) = / Y, 6(FE-r)dy 4.1)
Q

In Gl. 4.1 reprisentiert dv’ = d°r’ ein infinitesimales Volumenelement des Gebiets Q. Das
Gebiet Q ist in Abb. 4.1a dargestellt. Die folgenden Zusammenhinge lassen sich anhand dieser
Abbildung nachvollziehen. Bei der SPH-Methode wird die Dirac-Funktion durch die rdaumlich
begrenzte Glittungsfunktion w,, (¥ — r’, 1), die auch Kernel genannt wird, ersetzt, wobei die so-
genannte Glattungsliange & ein charakteristisches Lingenmal} des Einflussgebiets dieses Kernels
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ist. Der Index des Formelzeichens w,, des Kernels driickt die Abhéngigkeit des Kernels von der
Anzahl der rdumlichen Dimensionen n aus. Der Kernel hingt, wie auch die Dirac-Funktion,
von dem Verbindungsvektor r = ¥ — r’ ab. Er ist dabei (in der Regel) als gerade Funktion von r
definiert. Somit ist der Kernel w, (r, #) symmetrisch um den Punkt ¥ und damit nur abhingig
vom Abstand r = ||r||, wobei ||:|| die 2-Norm bzw. den Betrag eines Vektors darstellt. Der
Abstand r wird des Weiteren als dimensionsloser Abstand g angegeben:
r

9= 4.2)
Aufgrund der Kompaktheit des Kernels ist dieser nur fiir Ortsvektoren r’, die innerhalb des
Einflussgebiets Q; liegen, ungleich null. Das Einflussgebiet Qz des Kernels ist demnach die
Zone um die Position F, innerhalb derer der Kernel ungleich null ist. Der Radius dieses Einfluss-
gebiets und der entsprechende dimensionslose Radius sind durch r,, und ¢, = r,,/h bestimmt.
Grundlegende Eigenschaften des Kernels, aus denen sich wichtige Merkmale der SPH-Methode
ergeben, konnen aus den Arbeiten von Liu und Liu (2010) und Violeau (2012) entnommen
werden. Die Kernel-Approximation (¢ (¥, ¢)) der Funktion ¢ (¥, ) ist wie folgt definiert:

0 @0~ 0 ED) = [ 00w G- @3

Analog zu der Approximation der Funktion ¢ lasst sich auch deren Gradient V¢ mit demselben
Prinzip durch eine Approximation auf Basis des Kernels darstellen (Violeau, 2012):

Vi (F,1) = (Vi ¥ (F,1)) = / Ve (F,1) w, (=1, h)dv’ 4.4)
Der Index des V Operators in Gl. 4.4 gibt an, nach welchem Ortsvektor differenziert wird. Die Gl.
4.4 1asst sich iiber die Kettenregel, den Gaul3’schen Integralsatz und die Identitit Vpow,, = —Viw,
wie folgt umformulieren (Violeau, 2012):

(Ve (F,1)) = w (' t) w,(F=r,h)n()ds'+ [ ¢ (',t) Viw, (-1, h)dv' (4.5)
Q5 Qs

In Gl. 4.5 sind ds’ = d’r’ und n (r’) ein infinitesimales Flichenelement der Oberfliche 0Q;
des Einflussgebiets Qz und der aus dem Einflussgebiet herauszeigende Normaleneinheitsvektor
dieses Flichenelements. An dieser Stelle soll angemerkt werden, dass Gl. 4.3 und GI. 4.4 nur
giiltig sind, wenn das Einflussgebiet Q3 des Kernels nicht den Rand €2 des Gebiets € iiberlappt
(Q:NAQ = 0)%. Andernfalls miissen die Integrale in GI. 4.3 und GI. 4.4 normiert werden. Ansit-
ze hierfiir werden von de Leffe et al. (2009), Ferrand et al. (2012) und Kulasegaram et al. (2004)
vorgeschlagen. In Kapitel 2 wurde erldutert, dass die Berechnung des entsprechenden Normie-
rungsparameters rechenaufwendig ist. Um die Notwendigkeit einer Normierung der genannten
Gleichungen zu vermeiden, wird in dieser Arbeit die innere Doméane Q2 mit einem Randgebiet
€2, um einen Abstand extrudiert, der groBer oder gleich dem Radius r,, des Einflussgebiets des
Kernels ist (vgl. Abb. 4.1a). Das Einflussgebiet des Kernels ist auf beiden Gebieten, €2 und €2,,

80 entspricht der Nullmenge.
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definiert, und die Approximationen der Funktion ¢ und deren Gradienten sind auf das Gebiet 2
beschrinkt. Damit ist sichergestellt, dass das Einflussgebiet vollstindig im inneren Gebiet und
im Randgebiet enthalten ist (Qf C QU Q,). Da der Kernel w, am Rand dQz des Einflussgebiets
gleich null ist, entféllt das erste Integral in GI. 4.5:

(Ve (F,1)) = / v (', 1) Vew, (E -1/, h) dr’ (4.6)
Qf

In diesem Abschnitt wurde die Kernel-Approximation eingefiihrt. Um eine Berechnung des
Kernels nahe der Rinder zu gewibhrleisten, wird die innere Doméne € durch ein Randgebiet Q,
erweitert. Dies ist die Grundlage fiir die Verwendung von Geisterpartikeln, die in Kapitel 2 zur
Aufpriagung von Rand- und Kopplungsbedingungen ausgewihlt wurden. Im nédchsten Abschnitt
wird der in dieser Arbeit verwendete Kernel eingefiihrt. Danach wird die Partikel-Approximation
erldutert, iiber die die Diskretisierung der raumlichen Ableitungen ermdéglicht wird.

4.2 Glattungsfunktion (Kernel)

Die Glittungsfunktion, die auch Kernel genannt wird, und deren Gradient lassen sich im Allge-
meinen wie folgt definieren:

wa (F= ¥, ) = 22 f (q) (4.7)
e gy @ Of(g)r
Viw, (F-1,h) = W og 7 (4.8)

In GIl. 4.7 und GI. 4.8 ist die Grofle a;, ein von der Anzahl der rdumlichen Dimensionen n
abhingiger Vorfaktor und f (g) eine Funktion des dimensionslosen Abstands ¢. In dieser Arbeit
wird der Quintic-Kernel verwendet. Fiir diesen Kernel sind der Vorfaktor «; und die Funktion
f wie folgt definiert (Morris et al., 1997):

1
120 I’lzl
1 _
1207 n=3
3-9’-62-¢ +15(1-¢q)° 0<gq<1
B3-9°-6(2-9) 1<qg<2
J(q) =1 (4.10)
(3—(])5 2<g<3
0 3<gq

In GI. 4.10 ist ersichtlich, dass der Quintic-Kernel oberhalb eines dimensionslosen Abstands
von g = 3 gleich null ist. Demnach betrigt der dimensionslose Radius des Einflussgebiets Qi
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des Kernels ¢g,, = 3. Im Folgenden wird auf den Index n im Formelzeichen w,, des Kernels und
auf den Hinweis zur Abhéngigkeit des Kernels von der Glittungslidnge & verzichtet.

4.3 Partikel-Approximation

Bei der SPH-Methode wird das kontinuierliche Gebiet € durch eine endliche Anzahl von
Stiitzstellen, die Partikel genannt werden, diskretisiert. In dieser Arbeit besetzen die Partikel
das Gebiet Q in gleichméBigen Abstinden zueinander. Es werden somit keine expliziten lokalen
Unterschiede der Partikeldichte aufgepriagt. Die rdumliche Auflosung des Gebiets € ist daher
durch einen mittleren Partikelabstand rys definiert,” der im nachfolgenden Teil der Arbeit auch
Referenzpartikelabstand genannt wird.

Zur Diskretisierung raumlicher Ableitungen wird die sogenannte Partikel-Approximation ein-
gefiihrt. Das Partikel a ist dabei durch den Ortsvektor r,, das Volumen V, und die Transport-
geschwindigkeit 0, die im weiteren Verlauf der Arbeit auch Partikelgeschwindigkeit genannt
wird, charakterisiert. AuB3erdem kann eine beliebige Funktion ¢ an der Position r, des Partikels
a definiert werden. Zur besseren Lesbarkeit wird die Funktion an der Position des Partikels
mit dem Index des Partikels versehen. AuBBerdem wird die Zeit ¢ nicht weiter in den Formeln
mitgefiihrt. Demnach gilt z. B. ¢, = ¢ (r,, t) fiir die Funktion s an dem Partikel a. Der in Abb.
4.1a markierte Bereich A ist in Abb. 4.1b als ein durch Partikel diskretisiertes Gebiet vergroflert
dargestellt. Die folgenden Zusammenhinge lassen sich anhand dieser Abbildung nachvollziehen.

Die Integrale in GI. 4.3 und Gl. 4.6 werden durch Partikel-Approximationen [¢], bzw. [Vy/],
an der Position r, des Partikels a basierend auf Quadraturformeln ersetzt:

W (ra D) = [y = D Vil Wa (.11)
b

(Vew (x,1)) ~ [V01, = ) Vi Vawas (4.12)
b

Die kontinuierlichen Integrale werden demnach durch Summationen iiber die mit dem Volumen
gewichteten Werte der Funktion ¢ an den Stellen der Nachbarpartikel » approximiert. Wie
bereits in Gl. 4.11 und GI. 4.12 erkennbar ist, wird der Kernel bzw. dessen Gradient zur besseren
Lesbarkeit im Folgenden als w,, = w (r, — rp) bzw. Vw4 = Ve w (1, — 1) geschrieben. Der
Gradient eines Vektorfelds W ergibt sich analog zu GI. 4.12:

(Ve @ W (e, )Y~ [(VOW)], = > Vi¥) ® Vawa (4.13)
b
Wie Liu und Liu (2010) und Violeau (2012) zeigen, lassen sich durch die geschickte Anwendung

gewisser Identitidten weitere Approximationen des Differentialoperators herleiten, die durch vor-
teilhafte Eigenschaften charakterisiert sind. Z. B. ist die folgende Approximation der Divergenz

°Aufgrund der nur schwachen Kompressibilitit des Fluids kann sich der mittlere Abstand zwischen den
Partikeln wihrend der Simulation nur geringfiigig dndern.
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des Vektorfelds W exakt, wenn das Vektorfeld homogen ist (Violeau, 2012):

1
(V- W], =—— ) mpWap - Vawap (4.14)
Pa

In Gl. 4.14 sind p, und m; die Fluiddichte des Partikels a und die Masse des Partikels b, und
die GroBe ¥,, = ¥, — ¥, ist die Differenz der Werte des Vektorfelds W an den Partikeln a
und b. Dieser Operator wird iiblicherweise zur Approximation der Geschwindigkeitsdivergenz
genutzt, da durch dessen Anwendung im Falle eines konstanten Geschwindigkeitsfelds keine
Dichtednderung durch inhomogene Partikelanordnungen entstehen kann. Ein oft verwendeter
Operator zur Approximation des Gradienten des Skalars i ist wie folgt definiert:

a=~ Z Vo (Wa+¥p) Vawap (4.15)
b

Diese Formulierung des Gradienten bewirkt eine antisymmetrische Interaktion zwischen den
Partikeln a und b. Die numerischen Fliisse, die zwischen diesen Partikeln ausgetauscht werden,
sind somit reziprok. Durch diese Art von Operator kann die Erhaltung gewihrleistet werden.

Partikel-Approximationen der Ableitungen zweiter Ordnung werden benétigt, um Diffusionster-
me zu berechnen. In den Erhaltungsgleichungen tauchen diese in der Form V - (dy, V) fiir den
Skalar ¢ bzw. V - (dy V ® 'P) fiir den Vektor ¥ auf, wobei dy und dy die Diffusionskoeffizi-
enten der Funktionen ¢ und ¥ sind. Ableitungen zweiter Ordnung konnen unter anderem tiiber
verschachtelte Partikel-Approximationen der Ableitungen erster Ordnung oder iiber Formulie-
rungen der zweiten Ableitung des Kernels realisiert werden. Beide Ansétze sind nicht optimal.
Die erste Moglichkeit fiihrt zu einem erhohten Rechenaufwand und die zweite Moglichkeit
zu einer verringerten Robustheit gegeniiber inhomogenen Partikelanordnungen (Morris et al.,
1997). Morris et al. (1997) zeigen eine dritte Moglichkeit, bei der die duBere Ableitung, also
die Divergenz, iiber eine Partikel-Approximation und die innere Ableitung, also der Gradient,
tiber eine Finite-Differenzen-Approximation bestimmt werden. Violeau (2012) leitet solch eine
Approximation iiber dieselbe Identitit, die auch zur Herleitung von Gl. 4.15 verwendet wurde,
her:

[V-(dy V¢)] = 22 Vidy.ab Vab (r“” Vawab) (4.16)
ab
‘Pab Iap

[V-(dg VRWP)], =2 Z Vodw.ap ( Vawab) (4.17)
Yab \Tab

In Gl. 4.16 und GI. 4.17 sind die GroBen ¥ .5, W,p und r,, wieder als Differenz der Werte
der jeweiligen GroBen an den Partikeln a und b zu verstehen, und r,;, = ||rg|| ist der Abstand
der Partikel @ und b. Die Quotienten aus dem Skalar ¢,;, bzw. dem Vektor ¥,, und dem
Partikelabstand r,;, stellen die Finite-Differenzen-Approximationen des Gradienten dar. Die
Diffusionskoeffizienten dy ., und dy ., sind als Mittelwerte der Diffusionskoeffizienten der
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Partikel a und b definiert:

dy,+d

dyap = —2 22 . v (4.18)
dy ,+d

dw.p = ‘“T‘” (4.19)

Die Operatoren in GI. 4.16 und Gl. 4.17 bewirken antisymmetrische Interaktionen zwischen den
Partikeln @ und » und somit eine Reziprozitit der numerischen Fliisse.

Mit den in diesem Abschnitt eingefiihrten Partikel-Approximationen konnen im weiteren Verlauf
der Arbeit rdumliche Ableitungen mit der SPH-Methode diskretisiert werden. Im nédchsten Ab-
schnitt wird auf relevante numerische Unzulédnglichkeiten der SPH-Methode und entsprechende
Verfahren zur Verringerung der Einfliisse dieser Unzulédnglichkeiten eingegangen.

4.4 Numerische Unzuldnglichkeiten der SPH-Methode

In diesem Abschnitt werden Unzulidnglichkeiten der SPH-Methode besprochen. Diese sind
insbesondere fiir das in dieser Arbeit entwickelte Verfahren zur Behandlung von Partikeln an of-
fenen Rindern relevant. Die SPH-Methode ist numerisch stabil, wenn die rdumliche Anordnung
der Partikel hinreichend homogen und isotrop ist. Bei dem in Kapitel 5 noch zu erlduternden
Verfahren zur Behandlung offener Randbedingungen entstehen allerdings anisotrope Partikel-
anordnungen. Das Verfahren ist somit anféllig gegen die numerischen Unzulédnglichkeiten der
SPH-Methode. Diese Unzulidnglichkeiten konnen zu Instabilitdten bis hin zu Simulationsabbrii-
chen sowie zu erheblichen Ungenauigkeiten fiihren. Daher werden in diesem Abschnitt Verfahren
eingefiihrt, die diesen numerischen Unzuldnglichkeiten entgegenwirken.

Die Verwendung dieser Verfahren birgt allerdings negative Konsequenzen, wie z. B. die Erho-
hung des Rechenaufwands oder die Einfiihrung numerischer Diffusionsterme in den Erhaltungs-
gleichungen. Die Beriicksichtigung der Geschwindigkeitsdifferenz 6, (vgl. Kapitel 3) in den
Erhaltungsgleichungen kann zudem erforderlich sein. Die sich hieraus ergebende Herausforde-
rung wird in Abschnitt 4.5 noch erldutert. Fiir den Erfolg dieser Arbeit ist es daher wichtig, diese
Verfahren mit Bedacht auszuwihlen. Ein Teil dieser Arbeit befasst sich daher auch in Kapitel 6
und Anhang A.5 mit der Bewertung der Einfliisse dieser Korrekturansitze im Zusammenhang
mit offenen Randbedingungen. Es existieren unter anderem zwei grundsitzliche numerische
Unzulédnglichkeiten der SPH-Methode, die nachstehend kurz erldutert werden, bevor in den
nichsten Abschnitten detailliert auf die Korrekturansitze eingegangen wird.

Auf der einen Seite kann es zu anisotropen Partikelanordnungen und zu Verklumpungen von
Partikeln kommen. Hierfiir gibt es mehrere Griinde: Zum einen tritt die sogenannte Paarungs-
instabilitdt auf, wenn die Anzahl der Nachbarpartikel innerhalb des Einflussgebiets des Kernels
einen gewissen Wert iiberschreitet, der abhédngig von dem verwendeten Kernel ist (Dehnen und
Aly, 2012). Zum anderen fiihrt eine Kombination aus negativen Fluiddriicken an den Partikeln
und einem negativen Wert der zweiten Ableitung des Kernels zu der sogenannten Dehnungsin-
stabilitit. In diesem Fall kommt es zu einer anziehenden Kraft zwischen benachbarten Partikeln,
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wenn diese einen gewissen relativ zur Glattungsldange definierten Mindestabstand zueinander
unterschreiten (Monaghan, 2000; Swegle et al., 1995). Durch die aus den Kriften resultierende
Inhomogenitit der rdumlichen Partikelanordnung verringert sich die Genauigkeit der Partikel-
Approximationen. Ein weiterer Grund fiir eine Anisotropie der Partikelanordnung resultiert
aus der Tatsache, dass die Advektion der Partikel entlang der Stromlinien des Geschwindig-
keitsfelds erfolgt, wenn die Geschwindigkeitsdifferenz o1, wie in der urspriinglichen Form der
SPH-Methode, gleich null ist. Ahnlich wie bei der Klumpenbildung der Partikel entsteht hierbei
eine inhomogene Partikelanordnung, die zu einer Verschlechterung der Simulationsgenauig-
keit fiihrt (Oger et al., 2016). Dieser Effekt tritt paradoxer Weise auf, wenn Mallnahmen zur
Verbesserung der Stabilitit und Genauigkeit der SPH-Methode angewendet werden.

Auf der anderen Seite sind die Genauigkeit und die Konsistenzordnung der urspriinglichen
SPH-Methode gering. Die Konsistenzordnung ist als der maximale Grad eines Polynoms defi-
niert, das mit der SPH-Methode exakt berechnet werden kann (Liu und Liu, 2010). Der Fehler
der Kernel-Approximation verhilt sich proportional zum Quadrat der Gléttungsldnge (Mona-
ghan, 2005). Die Kernel-Approximation hat die Konsistenzordnung 1 (Liu und Liu, 2010). Eine
lineare Funktion kann somit unter Anwendung der Kernel-Approximation exakt berechnet wer-
den. Zur Bestimmung der Genauigkeit der Partikel-Approximation unterscheiden Quinlan et al.
(2006) bei einer eindimensionalen Betrachtung zwischen dem Fall einer dquidistanten Partikel-
anordnung und dem Fall einer basierend auf einer Normalverteilung aufgepriagten Storung der
Positionen der Nachbarpartikel. Im Falle der dquidistanten Anordnung verhilt sich der Fehler
oberhalb einer gewissen Glittungslinge wie bei der Kernel-Approximation. Unterhalb dieser
Glattungslange ist der Fehler auf einen Diskretisierungsfehler limitiert, der sich abhingig von
dem verwendeten Kernel mit der Verringerung des Verhiltnisses aus dem Partikelabstand und
der Glattungslidnge dndert. Auf Basis der Partikel-Approximation kann die exakte Berechnung
einer raumlich konstanten Funktion nicht garantiert werden. Demnach ist selbst die Konsistenz-
ordnung 0 nicht erfiillt (Liu und Liu, 2010). Aufgrund der geringen Konsistenzordnung und der
Diskretisierungsfehler ist das Dichtefeld mit einem Rauschen behaftet. Durch geringe raumliche
Dichteunterschiede entstehen auf Basis der Zustandsgleichung (Gl. 3.21) grof3e Fluktuationen
des Druckfelds. Inhomogene Partikelanordnungen begiinstigen diese Fluktuationen. Interessant
ist, dass durch die Druckgradienten, die aus dem Rauschen des Druckfelds resultieren, eine ex-
akte Advektion der Partikel entlang der Stromlinien des Stromungsfelds unterbunden und einer
entsprechenden Partikelanisotropie entgegengewirkt wird.

Im Folgenden werden verschiedene Verfahren eingefiihrt, die den erlduterten numerischen Unzu-
langlichkeiten entgegenwirken. Eine Verbesserung der Genauigkeit und Konsistenz der Partikel-
Approximationen kann durch eine Korrektur des Kernel-Gradienten erreicht werden (vgl. Ab-
schnitt 4.4.1). Unphysikalische Fluktuationen der Fluiddichte und des Fluiddrucks kénnen durch
eine Stabilisierung des Dichtefelds verringert werden. Ermoglicht wiirde dies zum einen iiber
eine alternative Berechnung der Fluiddichte (vgl. Abschnitt 4.4.2), die einer impliziten zeitlichen
Diskretisierung dhnelt, und zum anderen durch die Anwendung numerischer Diffusionsterme
fiir die Fluiddichte (vgl. Abschnitt 4.4.3). Anisotrope Partikelverteilungen sowie Verklumpun-
gen von Partikeln konnen wiederum durch eine Homogenisierung der rdumlichen Verteilung
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der Partikel iiber eine kontrollierte Verschiebung der Partikel verhindert werden (vgl. Abschnitt
4.4.4).

4.4.1 Korrektur des Kernel-Gradienten

Wie einleitend erldutert wurde, ist bei der SPH-Methode die Konsistenzordnung 0 auf Basis der
Partikel-Approximation nicht erfiillt. Dadurch lassen sich konstante Funktionen durch den In-
terpolationsoperator (vgl. GI. 4.11) nicht exakt berechnen. Verstérkt wird dieses Problem durch
anisotrope Partikelanordnungen, die in der Umgebung offener Gebietsrinder, die Bestandteil
des in dieser Arbeit entwickelten Verfahrens fiir offene und gekoppelte Randbedingungen sind,
auftreten konnen. Aus demselben Grund ist auch die Partikel-Approximation des Gradienten ei-
ner konstanten oder linearen Funktion auf Basis des Operators in Gl. 4.12 mit Ungenauigkeiten
behaftet. Diese Ungenauigkeiten konnen Instabilitdten der Stromungsvariablen auslosen. Um die
Konsistenz einer bestimmten Ordnung grofer 0 sowie die exakte Berechnung des Gradienten
einer linearen Funktion zu gewdhrleisten, miissen gewisse den Kernel und dessen Gradienten
betreffende Identititen erfiillt sein (Bonet und Lok, 1999; Liu und Liu, 2010; Violeau, 2012).
Durch das Aufpridgen dieser Identitéiten konnen Korrekturterme fiir den in Abschnitt 4.2 vorge-
stellten Kernel und dessen Gradienten bestimmt werden. Bonet und Lok (1999) schlagen eine
Kernel-Korrektur vor, liber die die Konsistenzordnung 1 fiir die SPH-Methode und entspre-
chend eine exakte Berechnung des Gradienten einer linearen Funktion gewdhrleistet werden
kann. Dafiir wird der korrigierte Kernel w,; nach Shepard (1968) verwendet. Basierend auf
diesem korrigierten Kernel wird wiederum ein korrigierter Kernel-Gradient hergeleitet:

Vaowapr =LaVaWwap (4.20)

Der Gradient V,w,;, des Shepard-Filters und die Korrekturmatrix L, sind wie folgt definiert:

[Vl]a)
[1],

B 1
VaWap = W (Vawab -

4.21)

-1
L, = Z ViV, ® rb) (4.22)
b

In GI. 4.21 sind [1], und [V1], die Partikel-Approximationen einer konstanten Funktion mit
dem Wert 1 und deren Gradienten, wobei diese Approximationen unter Anwendung des un-
korrigierten Kernels berechnet werden. Der korrigierte Kernel-Gradient VWap kann in den
entsprechenden SPH-Operatoren zur Approximation von Ortsableitungen (vgl. Abschnitt 4.3)
anstatt des unkorrigierten Kernel-Gradienten V,w,; angewendet werden. Allerdings ist die
Anwendung der Korrektur mit zwei Nachteilen behaftet: Der unkorrigierte Gradient ist eine un-
gerade Funktion des Partikelabstands r,;. Demnach gilt die Identitat V,w,, = —=V,wp,, wodurch
sich prinzipiell antisymmetrische Interaktionen zwischen den Partikeln a und b formulieren las-
sen. Diese ermoglichen wiederum eine konservative Diskretisierung der Erhaltungsgleichungen.
Der korrigierte Gradient VW45 ist nicht durch diese Eigenschaft charakterisiert. Daher sind die
numerischen Fliisse zwischen zwei Partikeln nicht mehr reziprok. Dariiber hinaus erhoht sich



56 Smoothed Particle Hydrodynamics

die Rechenzeit zur Berechnung des Kernel-Gradienten aufgrund der Bestimmung der Inversen
des Klammerterms in Gl. 4.22. Aus diesen Griinden ist es wichtig, diese Korrektur nur auf
Terme anzuwenden, bei denen die zuvor erlduterten Nachteile mit der durch die Korrektur be-
wirkten Verbesserung der Genauigkeit und Stabilitit gerechtfertigt werden konnen. Der Einfluss
der Korrektur des Kernel-Gradienten auf den Druckgradienten, die Geschwindigkeitsdivergenz
und Diffusionsterme wird in Abschnitt A.5.2 untersucht und in Kapitel 6 zusammengefasst. Die
Korrektur ist vor allem in randnahen Bereichen des Rechengebiets notwendig, in denen verhalt-
nismifBig groBe Inhomogenititen der Partikelverteilung auftreten konnen. In Abschnitt 5.2.6 und
Abschnitt 5.3.1 wird die Korrektur daher bei der Diskretisierung der rdumlichen Ableitungen
der StromungsgroBen an den noch einzufiihrenden Stiitzstellen des Gebietsrands angewendet.
AuBlerdem werden in Abschnitt 4.5 Korrekturterme in den Erhaltungsgleichungen definiert, die
unter Anwendung der Kernel-Korrektur in Abschnitt 4.6 diskretisiert werden.

4.4.2 Dichteberechnung liber die diskrete Approximation

Die zeitliche Anderungsrate der Fluiddichte p wird iiber die Kontinuititsgleichung (Gl. 3.11)
ausgedriickt. Wie noch gezeigt wird, erfolgt die zeitliche Integration der Stromungsvariablen
in dieser Arbeit auf Basis eines expliziten Zeitschrittverfahrens. Diese Art der zeitlichen Inte-
gration ist, so auch im Falle der Kontinuititsgleichung, grundsétzlich nur bedingt stabil. Vila
(1999) fiihrt an, dass die Berechnung der Fluiddichte iiber eine Interpolation der Fluiddichte der
Nachbarpartikel unter Anwendung der Partikel-Approximation gemif3 Gl. 4.11 eine implizite
zeitliche Diskretisierung darstellt. Diese Art der Berechnung der Dichte, die von Monaghan
(2005) vorgeschlagen wird, wird nachfolgend diskrete Approximation genannt und soll insbe-
sondere bei der Simulation von Stoen robuster sein als die Berechnung der Dichte iiber die
Kontinuitatsgleichung unter Anwendung eines expliziten Zeitschrittverfahrens. An dieser Stel-
le ist die Idee, dass dieser Ansatz auch eine verbesserte numerische Robustheit fiir die noch
einzufiihrende Methode zur Behandlung offener Randbedingungen ermoglichen konnte. Fiir
den Fall, dass die Partikelgeschwindigkeit von der lokalen Stromungsgeschwindigkeit abweicht,
miissen allerdings Korrekturen bei diesem Ansatz appliziert werden. In diesem Abschnitt wird
daher auf die Aquivalenz zwischen der physikalischen Fluiddichte p und der iiber die diskrete
Approximation ermittelten Dichte g eingegangen.

Die iiber die diskrete Approximation berechnete Dichte g, des Partikels a ist auf Basis von Gl.
4.11 wie folgt definiert:

pa=1pla= ) Vopswan =D mywap (4.23)
b b

In GI. 4.23 ist die Grole m, = Vj,p;, die Masse des Partikels . Um die Aquivalenz zwischen
der Dichte p, basierend auf der Kontinuitétsgleichung und der Dichte g, basierend auf GI. 4.23
zu demonstrieren, wird das totale Differential auf Gl. 4.23 angewendet:

do, =d (Z mbwab) (4.24)
b
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Nachfolgend wird die Kettenregel auf Gl. 4.24 angewendet:

dw(lb (4.25)

Es ist zu beachten, dass der Kernel w,;, bis auf den Abstandsvektor r,;, nur von Konstanten
abhingig ist. Daher ergibt sich unter Anwendung des Differentialoperators d/d¢ die folgende

Gleichung:
0 d
dp, = Z wpdmp + Z m, av:“: Tab —dr (4.26)
a

Die partielle Ableitung des Kernels im zweiten Term in Gl. 4.26 ist gleich dem Gradienten
V.wap des Kernels. AuBerdem kann die zeitliche Anderungsrate des Abstandsvektors r,;, iiber
die Differenz 6., = 0, — G, der Partikelgeschwindigkeiten der Partikel a und b ausgedriickt
werden:

dp, = Z Wapdmy, + Z mpVaWap - Gapdt (4.27)
b b

Die Differenz ti,;, der Partikelgeschwindigkeiten lésst sich unter Anwendung von Gl. 3.3 in den
Anteil oh,;, = ou, — o, der Geschwindigkeitsdifferenz und den Anteil u,, = u, — u, der
Stromungsgeschwindigkeit zerlegen:

dﬁa = Z wabdmb + Z mpVwap - 5ﬁab dr + Z mpVaWap - Ugp dr (4.28)
b b b

—pa[V-6d], -pa[V-ul,

Die beiden letzten Terme in Gl. 4.28 enthalten Diskretisierungen von Geschwindigkeitsdivergen-
zen auf Basis des in Gl. 4.14 definierten SPH-Operators. Vorgreifend auf Abschnitt 4.5, in dem
die Erhaltungsgleichungen der SPH-Methode eingefiihrt werden, wird an dieser Stelle bereits
darauf hingewiesen, dass der letzte Term in Gl. 4.28 einem der Terme der Kontinuititsgleichung
(vgl. Gl. 4.66) entspricht. Zudem treten in der Kontinuitadtsgleichung (Gl. 4.66 in Abschnitt 4.5)
ein Korrekturterm basierend auf der Geschwindigkeitsdifferenz 611, und ein Dichtediffusions-
term auf. Die Anteile der beiden zuletzt genannten Terme an der Dichtednderung dp, lassen
sich durch entsprechende Differentiale dpi . und dpfl?c (vgl. Gl. 4.75 und GI. 4.76 in Abschnitt
4.5) bestimmen, die im Folgenden zu dem Differential dp, . zusammengefasst werden:

dpa,c = dpS . +dp2, (4.29)

Die Dichtednderung dp, auf Basis der in Abschnitt 4.5 noch einzufiihrenden Kontinuitétsglei-
chung (Gl. 4.66) kann somit wie folgt formuliert werden:

dpa = —pa [V -u],dt +dpg (4.30)
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Aus der Subtraktion der Gl. 4.28 von GI. 4.30 ergibt sich die folgende Formulierung:

dpg = dpg — Z wapdmp — Z mpVaWap - 004pdt +dpg 4.31)
b b

Anhand Gl. 4.31 ist ersichtlich, dass im Allgemeinen die Anderungen der Dichte basierend
auf der diskreten Approximation (GIl. 4.23) und der Kontinuitéitsgleichung (und somit auch
die Dichten p, und p,) dquivalent sind, wenn 1) die Masse m,, zeitlich invariant ist, 2) die
Partikel entlang der Stromlinien advektiert werden (4, = u,, @, = u, bzw. dl,, = 0) und 3)
der Term dp, . gleich null ist. Wie im weiteren Verlauf der Arbeit noch erldutert wird, ist keine
der genannten Voraussetzungen in dieser Arbeit erfiillt. Die Dichten p, und g, sind also nicht
dquivalent.

Bisher wurde die zuvor erlduterte Problematik bei Anwendung der diskreten Approximation
(Gl. 4.23) meist ignoriert. Lediglich Ferrand et al. (2017) beriicksichtigen im Zusammenhang
mit semianalytischen offenen Randbedingungen (vgl. Abschnitt 2.2), dass die zuvor erlauterten
Definitionen der Dichte unter gewissen Gegebenheiten nicht dquivalent sind. Bei dem Verfahren
von Ferrand et al. (2017) werden die Partikel des inneren Rechengebiets zwar mit der Stro-
mungsgeschwindigkeit advektiert (61 = 0), jedoch sind die an den offenen Rindern platzierten
Eckpartikel, wie in Abschnitt 2.2 erldutert wurde, statisch (6@t = —u). Daher beriicksichtigen
Ferrand et al. (2017) den Divergenzterm in Gl. 4.31. Sie treffen auBerdem die Annahme, dass
die Masseninderung dm; entkoppelt von der Dichtednderung dp, betrachtet werden kann. Dies
fiihrt dazu, dass die Massenédnderung dm, zu null gesetzt wird. Fiir diesen Fall folgt aus GI. 4.24
die folgende Vereinfachung fiir das Differential der Dichte p,:

dp, = Z mpdw ap (4.32)
b

Ebenfalls unter der Annahme dm; = 0kg und unter Beriicksichtigung des Zusammenhangs
zwischen dem totalen Differential des Kernels und der Divergenz der Partikelgeschwindigkeiten
kann der dritte Term auf der rechten Seite in Gl. 4.31 umformuliert werden (Ferrand et al.,
2017):
D mpVawap - Sapdr = )" mydswap (4.33)
b b

Uber das Differential ds wird in GI. 4.33 eine Anderung auf Basis der relativen Partikelver-
schiebung o10,,dr ausgedriickt, wobei 01, die Differenz der Geschwindigkeitsdifferenzen der
Partikel a und b beschreibt. Durch Einsetzen von GI. 4.32 und GI. 4.33 sowie des Ausdrucks
dm; = Okg in GI. 4.31 und durch anschlieBende Integration zwischen den Zeitpunkten v und
v + 1 folgt die Approximation der Dichte nach Ferrand et al. (2017):

v+l

pa,c
pirt =i Yy (wip = wiy)+ [ dpu (@34
b p

v
a,c

In Gl. 4.34 kennzeichnen die hochgestellten Symbole v, v + 1 und ¢ die Zustinde zu den
entsprechenden Zeitpunkten und den Zustand nach der Advektion der Partikel gemif3 der Ge-
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schwindigkeitsdifferenz 61, (ausgehend vom Zeitpunkt v). Der Nachteil bei der Anwendung
von Gl. 4.34 ist, dass die Partikelnachbarsuche und die Berechnung des Kernels aufgrund des
zusitzlichen Terms wZ , Zweimal pro Zeitschritt durchgefiihrt werden miissen. Der Vorteil von
Gl. 4.34 ist hingegen, dass die zeitliche Integration der Dichte (abgesehen von dem Differential
dp..c) exakt ist. Dies wird dadurch ermoglicht, dass die Massenidnderung der Partikel instantan
zum Zeitpunkt v + 1 durchgefiihrt wird und die Masse bei der Berechnung der Dichte nicht

zeitlich integriert werden muss.

Eine Alternative zu Gl. 4.34 kann iiber die direkte Integration von GI. 4.31 entwickelt werden.
Die Dichte zum Zeitpunkt v + 1 ist demnach wie folgt definiert:

lv+l v+l

v+l _ v v+1 v+l v PN Pac
Pu =pPg+ Z my AW, — W | — Z mpV wep - Oligpdt + dpos. (4.35)
b v b p

v
a,c

Der Nachteil von Gl. 4.35 ist, dass sich bei der zeitlichen Integration des dritten Terms auf
der rechten Seite ein numerischer Integrationsfehler ergibt. Dadurch kann nicht gewihrleistet
werden, dass die Dichte in einem Stromungsfeld mit homogener Stromungsgeschwindigkeit
konstant ist. Der Fehler ist in diesem Fall abhéngig von der Zeitschrittweite bei der zeitlichen
Integration. Der Vorteil von GI. 4.35 ist allerdings, dass die Nachbarsuche und die Berechnung
des Kernels nur einmal pro Zeitschritt durchgefiihrt werden miissen, da der Kernel w;, von dem

b
vorherigen Zeitschritt gegeben ist und nur der Kernel wgl bestimmt werden muss.

Die Gemeinsamkeit der Formulierungen in Gl. 4.35 und Gl. 4.34 ist, dass sie die diskrete Appro-
ximation g, enthalten. Daher konnen diese Formulierungen entsprechend der Aussage nach Vila
(1999) zu einer Stabilisierung des SPH-Verfahrens beitragen. Im Gegensatz zu der iiblicherweise
genutzten Annahme einer Aquivalenz zwischen der diskreten Approximation der Dichte §, und
der Fluiddichte p, wurden in diesem Abschnitt allgemeingiiltige Formulierungen der Fluiddich-
te p, auf Basis von GI. 4.35 und Gl. 4.34 vorgestellt, die auch im Falle von 6t # 0 und/oder
dpa. # 0 konsistent sind. Der Einfluss dieser Formulierungen auf die Simulationsergebnisse
wird in Abschnitt A.5.3 untersucht und in Kapitel 6 zusammengefasst.

4.4.3 Diffusive Terme in der Kontinuitatsgleichung

Wie einleitend in Abschnitt 4.4 erldutert wurde, kommt es aufgrund von numerischen Unge-
nauigkeiten der Partikel-Approximation insbesondere im Falle von inhomogenen Partikelanord-
nungen zu einem unphysikalischen Rauschen der Stromungsvariablen. Dieses Rauschen fiihrt
auf Basis der Kontinuititsgleichung zu Fluktuationen der Fluiddichte. Aufgrund der steifen
Kopplung zwischen der Fluiddichte und dem Fluiddruck in der Zustandsgleichung (GI. 3.21)
werden diese Dichteoszillationen in um ein Vielfaches stirkere Druckoszillationen iibertragen.
Eine Moglichkeit, diese Oszillationen durch numerische Dimpfung zu reduzieren, besteht in
der Einfiihrung kiinstlicher Diffusionsterme in der Kontinuitétsgleichung. Ein geeigneter Diffu-
sionsterm der Dichte p kann entsprechend Gl. 4.16 mit dem Diffusionskoeffizienten d,, definiert
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werden:
Iy
V- (dy Vp)], =2 Vbdp,ab’:—": (i” - Vawab) (4.36)
b a

Tab
GemaB Gl. 4.18 wird der Diffusionskoeflizient dy 4, des beliebigen Felds ¢ als arithmeti-
scher Mittelwert der Diffusionskoeffizienten der Partikel a und b definiert. In diesem Abschnitt
werden alternative Definitionen des Diffusionskoeflizienten d,, 4, der Dichte p basierend auf
verschiedenen in der Literatur verfiigbaren Verfahren zur Anwendung diffusiver Terme in der
Kontinuititsgleichung vorgestellt.

Molteni und Colagrossi (2009) definieren den Diffusionskoeffizienten d,, 4, als das Produkt aus
der Glittungslidnge i, dem Referenzwert der Schallgeschwindigkeit ¢ und einem Regelparame-
ter &:

dp,ab = -f/’lC() (4.37)

Diese Definition des Diffusionskoeffizienten ist dhnlich der des von Monaghan (1992) einge-
fiihrten kiinstlichen Viskosititsterms der Impulsgleichung. Der Regelparameter ¢ muss pro-
blemspezifisch kalibriert werden, um eine hinreichende Dampfung der Druckoszillationen zu
gewihrleisten, ohne die Genauigkeit der Simulation zu sehr zu verringern. Dies ist ein Nachteil
dieses Ansatzes. Da der Diffusionskoeffizient proportional zu der Glattungslange 4 ist, geht der
Diffusionsterm gegen null, wenn die raumliche Auflosung erhoht wird (A — 0). Daher sind
die diskretisierte Kontinuitédtsgleichung, die den Diffusionsterm enthilt, und die kontinuierliche
Differentialgleichung (vgl. Gl. 3.11), die den Diffusionsterm nicht enthélt, konsistent zueinan-
der. Das ist ein Vorteil dieser Formulierung. Antuono et al. (2010) fiihren Korrekturen dieses
Diffusionsterms zur Anwendung des Verfahrens nahe freier Fluidoberfldchen ein. Dieser Ansatz
ist auch unter der Bezeichnung 6-SPH bekannt.

Bei dem Verfahren nach Ferrand et al. (2017) wird ein Diffusionsterm verwendet, der dhnlich
entwickelt wird wie bei der Herleitung von Druckkorrekturverfahren zur impliziten Losung der
gekoppelten Kontinuitédts- und Impulsgleichungen. Fiir die Herleitung werden die Kontinuitéts-
und Impulsgleichungen ohne Viskositédtsterm in der Lagrange’schen Betrachtungsweise, also mit
Geschwindigkeitsdifferenzen 6t = 0, angewendet. Die Stromungsgeschwindigkeit u im Diver-
genzterm der Kontinuititsgleichung zum Zeitpunkt v wird durch die Stromungsgeschwindigkeit
des Zeitpunkts v + 1 ersetzt, die sich aus der zeitlichen Integration der Impulsgleichung ergibt.
Daraus resultiert die folgende Formulierung der Kontinuitétsgleichung:

do 1’ ot¥
] v v v (Te) s
ol
N —— e’

Diffusionsterm

Der letzte Term in Gl. 4.38 dhnelt einem Diffusionsterm fiir den Druck p mit dem Koef-
fizienten d, = ot/ 0.1 Der Koeffizient dp.ap des SPH-Operators zur Approximation dieses
Diffusionsterms wird in der Arbeit von Ferrand et al. (2017) als harmonischer Mittelwert der
entsprechenden Werte an den Partikeln a und b definiert. Dariiber hinaus fiihren Ferrand et al.

9Der Koeffizient d p ist in diesem Fall kein Diffusionskoeffizient, sondern lediglich proportional zu einem
Diffusionskoeffizienten.
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(2017) einen Regelparameter & zur problemspezifischen Kalibrierung ein. Daraus wird fiir den
Koeflizienten d), 4, des Druckdiffusionsterms der folgende Ausdruck entwickelt:

260t
Pa * Pb

dp.ap = (4.39)
Um eine dquivalente Formulierung des Druckdiffusionsterms nach Ferrand et al. (2017) zu dem
Dichtediffusionsterm gemaB Gl. 4.36 zu finden, muss der Druckgradient im Druckdiffusionsterm
unter Anwendung der Definition der Schallgeschwindigkeit (vgl. Gl. 3.22) in einen Dichtegradi-
enten umgewandelt werden. Zudem muss die Dichte vor dem Diffusionsterm in GI. 4.38 zu dem
Diffusionskoeffizienten multipliziert werden. Somit resultiert fiir den Diffusionskoeffizienten
dqp des Dichtediffusionsterms der folgende Ausdruck:

2
dp,ab = M (440)
Pa t Pb

Der Einfachheit halber wird der Referenzwert co der Schallgeschwindigkeit anstatt der Werte
an den Partikeln a und b verwendet. Es ist ersichtlich, dass der Diffusionskoeffizient in Gl.
4.40 nicht proportional zur Glittungslange A ist und somit, anders als bei dem Verfahren nach
Molteni und Colagrossi (2009), nicht gegen null geht, wenn die rdumliche Auflosung erhoht
wird (h — 0). AuBerdem ist auch bei diesem Verfahren der Nachteil eines Regelparameters &
prasent.

Eine weitere Moglichkeit zur numerischen Ddmpfung der Dichteoszillationen ist die Appli-
zierung von Riemann-Losern, die von Vila (1999) im Zuge der Entwicklung des SPH-ALE-
Verfahrens in der SPH-Methode eingefiihrt werden. Der numerische Fluss einer Erhaltungsgro-
Be zwischen zwei Partikeln basiert dabei auf dem Godunov-Ansatz. Der Mittelpunkt zwischen
den Positionen dieser Partikel wird als Diskontinuitdt zweier Zustdande betrachtet. Bei dem ur-
spriinglichen Godunov-Ansatz wird eine Upwind-Diskretisierung verwendet, bei der diese zwei
Zustinde gleich den Zustinden der jeweiligen Partikel angenommen werden. Antuono et al.
(2010) fiihren an, dass hierdurch intrinsisch eine sehr groe numerische Diffusion aufgepragt
wird, die allerdings im Unterschied zu den beiden zuvor erlduterten Verfahren unabhéngig von
Regelparametern ist. Neuhauser (2014) weist auf die Moglichkeit hin, diese numerische Diffusi-
on durch die Anwendung des MUSCL-Verfahrens mit Limiter Funktionen auf ein notwendiges
Mal zu reduzieren. Die exakte Losung des Riemann-Problems fiir Systeme nichtlinearer Dif-
ferentialgleichungen ist sehr aufwendig. Zwar existieren Verfahren, iiber die die Losung des
Riemann-Problems hinreichend gut durch eine Linearisierung approximiert werden kann (Toro,
2009), allerdings muss auch bei diesen Verfahren fiir jede Partikel-Interaktion zwischen un-
terschiedlichen Wellenstrukturen unterschieden werden. Mehrere mathematische Schritte sind
daher notwendig, um den numerischen Fluss zwischen zwei Partikeln zu berechnen. Dartiber hin-
aus zeigen Ferrari et al. (2009) auf, dass die numerische Diffusion bei dem SPH-ALE-Verfahren
nach Vila (1999) nicht nur in der Kontinuitétsgleichung, sondern ebenfalls in allen weiteren
Erhaltungsgleichungen eingefiihrt wird, in denen ein zusétzlicher numerischer Diffusionsterm
aus Stabilitdtsgriinden nicht zwingend erforderlich ist.
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Ein geschickter Ansatz zur Aufprigung einer intrinsischen numerischen Diffusion wird von
Ferrari et al. (2009) vorgeschlagen. Dieser Ansatz beruht ebenfalls auf der Godunov-Methode
und ist unabhéngig von einem Regelparameter £. Aullerdem ist die Einfiihrung der numerischen
Diffusion, anders als bei der SPH-ALE-Methode von Vila (1999), auf die Kontinuitédtsgleichung
begrenzt. Ferrari et al. (2009) definieren den numerischen Fluss zwischen zwei Partikeln auf
Basis des Harten-Lax-van Leer(HLL)-Verfahrens, bei dem das Riemann-Problem nicht durch
eine Linearisierung approximiert wird. Stattdessen wird die Wellenstruktur innerhalb der soge-
nannten Stern-Region zwischen den bekannten linken und rechten Zusténden integral betrachtet.
Der integrale Mittelwert des Zustandsvektors innerhalb der Stern-Region kann dann exakt be-
schrieben werden (Toro, 2009). Der Zustandsvektor und der entsprechende Flussvektor werden
innerhalb der Stern-Region als homogen angenommen. Um den Flussvektor vollstindig zu de-
finieren, ist eine Annahme fiir die Geschwindigkeiten der zwei Wellen, die die Stern-Region
einschlieBen, notwendig. Ferrari et al. (2009) nutzen dafiir den Ansatz nach Rusanov. Dabei
haben beide Wellengeschwindigkeiten den gleichen Absolutwert, aber unterschiedliche Vorzei-
chen. Der HLL-Flussvektor besteht aus einem Anteil, der liber Zentraldifferenzen approximiert
wird, und einem diffusiven Anteil. Ferrari et al. (2009) wenden den diffusiven Anteil des HLL-
Flussvektors als zusétzlichen Dichtediffusionsterm in der Kontinuitatsgleichung an. Wird dieser
Term in die Form von Gl. 4.36 iiberfiihrt, ergibt sich der folgende Ausdruck fiir den Diffusions-

koeffizienten:
dab hcap

dp.ap = — (4.41)
In GI. 4.41 sind ¢4, = max [cq, cp] und g, der Maximalwert der Schallgeschwindigkeiten
der Partikel a und b sowie der mit der Glittungslinge s normierte Abstand r,; zwischen
den Partikeln @ und b. Bei dem Ansatz nach Ferrari et al. (2009) ist kein Regelparameter &
vorhanden und somit keine problemspezifische Kalibrierung notwendig. Dartiiber hinaus ist der
Diffusionskoeffizient proportional zur Glittungsldnge s, wodurch der Diffusionsterm gegen null
geht, wenn die rdumliche Auflosung erhoht wird (A — 0). Zudem ist keine aufwendige Losung
eines Riemann-Problems erforderlich. Der Ansatz nach Ferrari et al. (2009) ist der einzige, der
diese Vorteile vereint. Aus diesem Grund wird der Ansatz nach Ferrari et al. (2009) in dieser

Arbeit verwendet.

Durch Einsetzen des Diffusionskoeffizienten gemall Gl. 4.41 in Gl. 4.36 ergibt sich der Dichte-
diffusionsterm nach Ferrari et al. (2009):

[V-(d, Vp)] thpah( Vwa;,)max[ca,cb] (4.42)

Durch die Einbindung des Dichtediffusionsterms in der Partikel-Approximation der Kontinui-
tatsgleichung, ist der Flussvektor Fy-; (vgl. Abschnitt 3.2) nicht gleich null. Bei Verwendung
des Dichtediffusionsterms gilt daher die folgende Identitit fiir die Partikel-Approximation der
Divergenz dieses Flussvektors:

[V Fo], == [V~ (dy V)], (4.43)
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In Abschnitt 4.4.2 wurde des Weiteren der Ansatz zur Berechnung der Fluiddichte auf Basis
der diskreten Approximation eingefiihrt. Dabei wurde darauf hingewiesen, dass im Falle der
Anwendung eines Dichtediffusionsterms das zusétzliche Differential dpg?c, das einen Anteil des
Differentials dp, . reprasentiert (vgl. Gl. 4.29), beriicksichtigt werden muss. Auf Grundlage der
in diesem Abschnitt dargestellten Definition des Dichtediffusionsterms ist dieses Differential
dpfl?c wie folgt definiert:

7__
dpp. == [V Fyt] dt=[V-(d, Vp)], dt (4.44)
Mit dem in diesem Abschnitt eingefiihrten Dichtediffusionsansatz steht ein Verfahren zur Damp-
fung von Dichtefluktuationen zur Verfiigung, die vor allem aufgrund von inhomogenen raumli-
chen Verteilungen der Partikel am Rand auftreten konnen. Der Einfluss der Dichtediffusion wird
in Abschnitt A.5.4 untersucht und in Kapitel 6 zusammengefasst.

4.4.4 Partikelverschiebung

Wie einleitend in Abschnitt 4.4 dargestellt wurde, konnen aufgrund gewisser Instabilitdtsmecha-
nismen inhomogene Partikelanordnungen in der Form von Verklumpungen mehrerer Partikel
entstehen (Dehnen und Aly, 2012; Monaghan, 2000; Swegle et al., 1995). Aulerdem konnen
sich entlang der Stromlinien des Stromungsfelds groBskalige Partikelformationen ausbilden,
die ebenfalls zu einer Inhomogenitit der Partikelanordnung fiihren (Oger et al., 2016). Diese
Partikelformationen konnen insbesondere dann entstehen, wenn Verfahren zur Verbesserung der
Genauigkeit und der Stabilitit der SPH-Methode, z. B. die in den letzten Abschnitten vorge-
stellten Verfahren, angewendet werden (Oger et al., 2016). Die Anwendung dieser Verfahren
wird sich im weiteren Verlauf dieser Arbeit zum Teil als notwendig herausstellen. Zudem wird
bei dem in Kapitel 5 noch einzufiihrenden Verfahren zur Behandlung offener Randbedingungen
eine Partikelanordnung nahe dem Rand aufgeprigt, die weder homogen noch isotrop, allerdings
zur Erfiillung der in Kapitel 2 festgelegten Ziele fiir das Verfahren zur Aufpriagung offener
Randbedingungen notwendig ist. Daher muss an dieser Stelle ein geeignetes Verfahren einge-
fiihrt werden, mit dem die Partikelanordnung kontinuierlich homogenisiert werden kann. Ohne
ein solches Verfahren kann es zu weiteren Ungenauigkeiten bei der Partikel-Approximation
kommen.

Colagrossi et al. (2012) zeigen, dass das Ergebnis der Partikel-Approximation des Gradienten
einer konstanten Funktion ¢ mit dem Wert = 1 auf Basis von GIl. 4.12 ein Ma8} fiir die
Inhomogenitét der Partikelanordnung darstellt. Der entsprechende Gradientenvektor zeigt dabei
in die Richtung des groBten Defizits der Partikeldichte. Es wird daher angestrebt, den Betrag
dieses Gradienten zu verringern. Es wurden verschiedene Verfahren entwickelt, bei denen iiber
die zuvor dargestellte Approximation des Gradienten eine kiinstliche Kraft abgeleitet wird, durch
die die Partikel in Richtung von Defiziten der Partikeldichte beschleunigt werden. Die auf dieser
Kraft basierende Beschleunigung &S des Partikels a kann im Allgemeinen wie folgt definiert
werden:

o1
a5 = —— > VipapVaWan (4.45)
pa £
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Der Druck pgp in Gl. 4.45 wird nachfolgend Pseudodruck genannt. Die im Folgenden vorge-
stellten Verfahren unterscheiden sich im Wesentlichen anhand der Definition des Pseudodrucks
Pab- Monaghan (2000) schlégt vor, eine homogene Partikelanordnung durch Aufpriagung von
abstoBBenden Kriften zwischen den Partikeln zu gewidhrleisten. Die Motivation fiir die Entwick-
lung dieses Verfahrens ist, das Auftreten der Dehnungsinstabilitit (Monaghan, 2000; Swegle
et al., 1995) zu vermeiden. Lind et al. (2012) weisen darauf hin, dass diese abstoBende Kraft
ebenfalls das Auftreten der Paarungsinstabilitdt (Dehnen und Aly, 2012) vermeidet. Monaghan
(2000) definiert den Pseudodruck p,, wie folgt:

2 2 &
PrPat PgPb Wab
Pap = & L1 [ o ] (4.46)
PaPb w (ra)

In Gl. 4.46 sind &) und &, Regelparameter, die problemspezifisch kalibriert werden miissen.
Der Ausdruck w (f,) dient als NormierungsgroBe und reprisentiert den Wert des Kernels
fiir einen mittleren Partikelabstand ||r,||. Dieser mittlere Partikelabstand wird auf Basis der
Partikel bestimmt, die sich innerhalb des Einflussgebiets des Partikels a befinden. Genaueres
zur Definition des mittleren Partikelabstands geht aus dem Artikel von Monaghan (2000) nicht
hervor. Uber den in eckigen Klammern stehenden Term in Gl. 4.46 wird sichergestellt, dass die
abstoBende Kraft mit Reduzierung des Partikelabstands r,; groBer wird. Dies ist wichtig, da sich
der Betrag des Kernel-Gradienten bei sehr geringen Partikelabstdnden mit weiterer Reduzierung
des Partikelabstands verringert. Lind et al. (2012) stellen heraus, dass der Term essentiell ist,
um Partikelverklumpungen als Folge der eingangs erwihnten Instabilitidten zu vermeiden. Bei
groflen Partikelabstinden hingegen nimmt die Kraft stark ab. Somit ist diese Formulierung
weniger gut geeignet, um groBskalige inhomogene Partikelformationen, die in der Arbeit von
Oger et al. (2016) diskutiert werden, zu vermeiden.

Bei dem Ansatz nach Xu et al. (2009) wird anstatt des Gradienten V,w,, des Kernels der
Abstandsvektor r,;, der Partikel a und b zur Bestimmung der Richtung der Kraft verwendet.
Grundsitzlich ist die Richtung des Vektors fiir ein Partikelpaar gemif Gl. 4.8 aber dieselbe. Die
entsprechende Beschleunigung ist nach Xu et al. (2009) wie folgt definiert:

S l[a]|max Ty
- _ g —a 4.47
aa é: 5t - rzb rab ( )

In Gl. 4.47 ist die GroBe £ ein zur problemspezifischen Kalibrierung definierter Regelparameter,
7, ein mittlerer Partikelabstand, ¢ die Zeitschrittweite und ||u||max das Maximum des Betrags der
Stromungsgeschwindigkeit innerhalb des Rechengebiets. Uber das Verhiltnis der Stromungs-
geschwindigkeit und der Zeitschrittweite wird zum Zweck der Stabilisierung des Verfahrens
sichergestellt, dass die Partikelverschiebung auf Basis dieser Beschleunigung wihrend eines
Zeitschritts nicht groBer ist, als die maximale Strecke, die ein Partikel wihrend eines Zeitschritts
auf Basis der Stromungsgeschwindigkeit advektiert wird. Der mittlere Partikelabstand 7, zwi-
schen dem Partikel a und dessen Nachbarpartikeln wird als Normierung fiir den Partikelabstand
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rqap genutzt und ist wie folgt definiert:

I
Fa =157 ), Tab (4.48)

In GI. 4.48 ist die Grole P, die Menge der Nachbarpartikel des Partikels a, und |P,| stellt die
Anzahl der Partikel dieser Menge dar. Uber die Summe in Gl. 4.47 wird gewihrleistet, dass die
Partikelverschiebung in Richtung des maximalen Defizits der Partikeldichte gerichtet ist. Die
Gl. 4.47 lasst sich ebenfalls in die Form von Gl. 4.45 tiberfiihren. Der zugehorige Pseudodruck
Papb ist in diesem Fall wie folgt definiert:

”u”maxﬁ Pa  f(qap)
ot r2, wapVp " (qab)

Pab =&h (4.49)

In Gl. 4.49 ist f eine Funktion des dimensionslosen Partikelabstands g5, die in Gl. 4.7 bei der
Definition des Kernels angewendet wurde. Der Ausdruck f’ ist die Ableitung dieser Funktion
nach dem dimensionslosen Partikelabstand ¢g.

Lind et al. (2012) leiten eine Formulierung der Partikelverschiebung in Analogie zum Fick’schen
Diffusionsgesetz her. Dabei wird die Erkenntnis genutzt, dass Gl. 4.11 und Gl. 4.12 mit ¢ = 1 die
Konzentration der Partikel und den entsprechenden Konzentrationsgradienten definieren. Lind
et al. (2012) definieren den Vektor der Partikelverschiebung eines Partikels als das Produkt aus
diesem Konzentrationsgradienten und einem Diffusionskoeffizienten. Der Diffusionskoeffizient
wird basierend auf einem Stabilitatskriterium der Advektion-Diffusion-Transportgleichung zu
h26t /2 bestimmt, wobei ot die Zeitschrittweite darstellt. Lind et al. (2012) argumentieren, dass
die eingangs erwidhnte Verklumpung von Partikeln zusatzlich durch den von Monaghan (2000)
eingefiihrten Term geméf Gl. 4.46 beriicksichtigt werden muss. Der resultierende Pseudodruck
Papb ist daher wie folgt definiert:

_pa(hY | +¢ [ Wab rz (4.50)
Pab="5"\ st Hw (Fa) '

Die Regelparameter werden in der Arbeit von Lind et al. (2012) zu &€} = 0,2 und &, = 4 gesetzt.
Bis auf den zweiten Term in der Klammer in Gl. 4.50, der der Partikelverklumpung entgegenwir-

ken soll, ist unter Anwendung dieser Formulierung des Pseudodrucks somit keine Kalibrierung
von Regelparametern notwendig. Dies ist vorteilhaft gegeniiber den zuvor erlduterten Verfah-
ren. Ein weiterer Vorteil ist, dass der Betrag der Beschleunigung bei Erhohung der rdumlichen
Auflosung (h — 0) gegen null geht. Somit liegt im Grenzfall keine Partikelverschiebung vor.

Sun et al. (2019) schlagen eine Formulierung des Pseudodrucks dhnlich der nach Lind et al.
(2012) vor. Der Unterschied besteht darin, dass die Limitierung der Partikelverschiebung nicht
tiber eine Stabilititsbetrachtung, sondern dhnlich dem Verfahren nach Xu et al. (2009) basierend
auf einer charakteristischen Stromungsgeschwindigkeit coMa definiert wird, wobei Ma eine
fiir das stromungstechnische Problem repréasentative Machzahl und ¢ der Referenzwert der
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Schallgeschwindigkeit sind. Der Pseudodruck p,; ist demnach wie folgt definiert:

&
) 4.51)

In GI. 4.51 ist die GroBe g, der dimensionslose Radius des Einflussgebiets des Kernels. In der
Arbeit von Sun et al. (2019) wird auBerdem erklért, dass nach der Berechnung der Partikelver-
schiebung gemal GI. 4.45 eine zusitzliche Limitierung der Partikelverschiebung auf Basis des

coMa
Pab = ,OanhO— (1 +§1 [

ot

Maximums der Stromungsgeschwindigkeit innerhalb des Rechengebiets durchgefiihrt werden
muss.

Uber die Ansitze nach Lind et al. (2012) und Sun et al. (2019) wird die Neigung zur Generierung
von sowohl groBskaligen inhomogenen Partikelformationen als auch Partikelverklumpungen
verringert. Hingegen werden bei den Verfahren nach Adami et al. (2013) und Zhang et al. (2017)
Definitionen des Pseudodrucks p,j hergeleitet, mit denen ausschlielich auf die Verringerung der
grof3skaligen Partikelinhomogenititen abgezielt wird. Bei beiden Verfahren hat der Pseudodruck
die folgende Form:

Py, + Pa

PaPb

In GI. 4.52 ist die GroBe p, o der sogenannte Hintergrunddruck. Auf Basis dieses Hintergrund-

Pab = Pa,0 (452)

drucks wird die Stirke der Partikelverschiebung bestimmt. Adami et al. (2013) setzen diesen
Hintergrunddruck gleich einem Wert, der in der Groenordnung des Terms poc(z) [y liegt, der
bereits als Vorfaktor in der Zustandsgleichung eingefiihrt wurde (vgl. Gl. 3.21). Es wird jedoch
angemerkt, dass der Hintergrunddruck beliebig grof3 sein darf, solange die Zeitschrittweite ot
entsprechend verkleinert wird. Zhang et al. (2017) definieren den Hintergrunddruck dhnlich der
Definition nach Adami et al. (2013). Jedoch wird der Hintergrunddruck auf einen Maximal-
wert gleich dem Zehnfachen des Absolutwerts des Fluiddrucks des Partikels @ und auf einen
Minimalwert gleich dem Maximum des Fluiddrucks im Rechengebiet begrenzt.

Bei der Auswahl eines der in diesem Abschnitt vorgestellten Verfahrens zur Partikelverschie-
bung wird an dieser Stelle die Adaptivitit des Verfahrens an die jeweilige stromungstechnische
Problemstellung betrachtet. Das Verfahren soll in der Lage sein, bei einer gegebenen Zeitschritt-
weite 67 und ohne die Notwendigkeit einer Kalibrierung von Regelparametern eine moglichst
grof3e Partikelverschiebung zu gewihrleisten. Abgesehen von den Regelparametern des zweiten
Terms in der Klammer in Gl. 4.50 erfiillt das Verfahren nach Lind et al. (2012) diese Kriterien.
Bei den im Rahmen dieser Arbeit durchgefiihrten Testfidllen konnte auch ohne den zweiten Term
in der Klammer in GI. 4.50 keine Verklumpung von Partikeln beobachtet werden. Auflerdem
konnte auch keine Notwendigkeit zur Limitierung der Partikelverschiebung, die z. B. von Sun
et al. (2019) erlautert wird, festgestellt werden. Somit wird an dieser Stelle das Verfahren nach
Lind et al. (2012) ohne den mit Regelparametern behafteten zweiten Term in der Klammer in
Gl. 4.50 ausgewihlt. Damit ergibt sich fiir die Beschleunigung ﬁ‘ag die folgende Formulierung:

S 1({h 2
a —_— —— —_—
a, = 2( t) bg vaawab (4.53)
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Die Geschwindigkeit 6@ der Partikelverschiebung des Partikels a reprisentiert einen Anteil an

der Geschwindigkeitsdifferenz o1, des Partikels a (vgl. Gl. 4.69 im ndchsten Abschnitt). Die
Geschwindigkeit 6ﬁ;,9 ist abhiingig von der Beschleunigung ﬁf wie folgt definiert:

sas = ader (4.54)

Zuletzt sei noch angemerkt, dass in verschiedenen Verfahren, z. B. im Verfahren nach Braun
(2018), durch die Definition eines Referenzdrucks po ungleich null in der Zustandsgleichung
(GI. 3.21) implizit iiber die Partikel-Approximation des Druckgradienten in der Impulsgleichung
eine Partikelverschiebung induziert wird. In diesem Fall ist der Pseudodruck p,;, in Gl. 4.45
gleich dem Referenzdruck pg. Dieser Ansatz kann aber nur bei einer moderaten Geschwindigkeit
6ﬁf gerechtfertigt werden. Durch diesen Ansatz wird die Advektion der Partikel basierend auf
der physikalischen Stromungsgeschwindigkeit und der Partikelverschiebung quasi ,,vermischt®.
Eine Korrektur der Stromungsvariablen ist grundsétzlich notwendig, aber aufgrund der fehlenden

S

Information iiber die Geschwindigkeit 6@, dann nicht moglich.

In dieser Arbeit ist die Geschwindigkeit 66 insbesondere in der Nihe der offenen Rinder im
Vergleich zur physikalischen Stromungsgeschwindigkeit nicht vernachlédssigbar. Eine Korrektur
der Stromungsvariablen kann, wie von Lind et al. (2012) und Xu et al. (2009) vorgeschlagen wird,
nach der zeitlichen Integration der Erhaltungsgleichungen iiber eine Taylor-Reihe basierend auf
der Partikelverschiebung durchgefiihrt werden. Als Alternative konnen die Erhaltungsgleichun-
gen, wie z. B. von Adami et al. (2013), Sun et al. (2019), Vila (1999) und Zhang et al. (2017)
gezeigt wird, umformuliert werden, um den Einfluss der Geschwindigkeitsdifferenz 6a, direkt
zu berticksichtigen. Dieser Ansatz findet in der vorliegenden Arbeit Anwendung.

Mit dem in diesem Abschnitt eingefiihrten Ansatz zur Partikelverschiebung konnen inhomogene
raumliche Verteilungen der Partikel, die in der vorliegenden Arbeit vor allem in der Nihe offener
Rénder vorkommen konnen, homogenisiert werden. Dadurch konnen die Genauigkeit und die
Stabilitét der Partikel-Approximationen verbessert werden. Der Einfluss dieser Formulierungen
auf die Simulationsergebnisse wird in Abschnitt A.5.5 untersucht und in Kapitel 6 zusammen-
gefasst. Im folgenden Abschnitt 4.5 wird erldutert, wie die Geschwindigkeitsdifferenz 6, des
Partikels a in den Erhaltungsgleichungen beriicksichtigt wird.

4.5 Erhaltungsgleichungen der Partikel-Approximation

In diesem Abschnitt wird eine geeignete Formulierung der Erhaltungsgleichungen fiir eine
Partikel-Approximation hergeleitet und diskutiert. Die Diskussion und der Vorschlag zur For-
mulierung der Erhaltungsgleichungen orientieren sich an der Veroftfentlichung von Werdelmann
et al. (2021). Bei der Partikel-Approximation der Erhaltungsgleichungen gibt es unter den
in dieser Arbeit vorliegenden Zielsetzungen mehrere Schwierigkeiten. In dieser Arbeit sollen
statische Geisterpartikel zur Diskretisierung der offenen bzw. gekoppelten Rénder verwendet
werden. Durch die daraus bedingte Anderung der Masse randnaher Partikel kann es zum einen
zu inhomogenen riumlichen Verteilungen der Partikel kommen. Aus diesem Grund wurden in
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den vorausgegangenen Abschnitten Verfahren eingefiihrt, mit denen die Konsistenz und Genau-
igkeit des vorliegenden Verfahrens gewihrleistet werden sollen. Dabei entstehen im Vergleich
zur urspriinglichen Form der SPH-Methode zusétzliche Terme in den Erhaltungsgleichungen,
die die Dichtediffusion (vgl. Abschnitt 4.4.3) und die Partikelverschiebung (vgl. Abschnitt 4.4.4)
betreffen. Zum anderen konnen in der Néhe offener Rénder erhebliche Abweichungen zwi-
schen der Partikel- und der Stromungsgeschwindigkeit entstehen. In gleicher Weise wie bei der
Partikelverschiebung miissen hierfiir zusitzliche Terme in den Erhaltungsgleichungen definiert
werden. Es wird gezeigt, dass die zusétzlichen Terme hinsichtlich der Erhaltung herausfordernd
sind.

Als Grundlage fiir die Herleitung dient die allgemeine Transportgleichung, die in Kapitel 3
erldutert wurde. Das Reynolds-Transport-Theorem fiir den Skalar ¢ (vgl. Gl. 3.4 und GI. 3.5) ist
der Ausgangspunkt in diesem Abschnitt und wird an dieser Stelle wiederholt:

d _ [ 9 (p¢) A
E/Vmﬁd%/v[ 5, TV (ped)

@ @ ®

Die drei Terme in GI. 4.55 werden mit umkreisten Indizes gekennzeichnet, da sie im Verlauf die-

dv = / [V (pg 68) — V- F,| dv (4.55)
\%

ses Abschnitts hdufiger vorkommen und auf diese Weise einfacher referenziert werden konnen.
Aufgrund der Advektion der Partikel bei der SPH-Methode konnen Deformationen der Kon-
trollvolumina dieser Partikel entstehen. Dadurch kann sich das Volumen dieser Partikel zeitlich
dndern. Durch Einsetzen von ¢ = 1/p in Gl. 4.55 folgt aus den Termen @ und @ die zeitliche
Anderungsrate des Volumens V'

d—V:/[V-ﬁ]dv:/[V-6ﬁ+V-u]dv (4.56)
dr v v

Die Divergenz der Geschwindigkeitsdifferenz 6t unter dem zweiten Integral in Gl. 4.56 hat im
Folgenden eine besondere Bedeutung. Dieser Term bewirkt eine Volumeninderung auf Basis der
Geschwindigkeitsdifferenz 5. Uber diese Volumeniinderung werden konvektive Fliisse an der
Begrenzungsflache des Volumens V realisiert. Der konvektive Fluss des Skalars p¢ wird durch
den ersten Divergenzterm des Terms @ in Gl. 4.55 reprasentiert. Ein besseres Verstidndnis
tiber den konvektiven Term kann durch eine Zerlegung dieses Terms unter Anwendung der
Kettenregel erlangt werden:

V-(ppda)= ppV-6G + pot-V¢ + ¢ot-Vp (4.57)
N— | — [ ———
Volumenédnderung  Skalarkorrektur — Dichtekorrektur

Die Terme auf der rechten Seite in Gl. 4.57 haben von links nach rechts gelesen die folgende
Bedeutung: Der erste Term beschreibt eine Anderung der ErhaltungsgroBe Vp¢ basierend auf
einer Volumenvariation. Wie bereits erlautert wurde, resultiert diese Volumenvariation aus
der Divergenz der Geschwindigkeitsdifferenz 6. Uber den zweiten Term hingegen wird eine
Korrektur des Skalars ¢ durchgefiihrt, um die Abweichung der Transportgeschwindigkeit @
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von der Fluidgeschwindigkeit u zu kompensieren. Mit dem dritten Term wird eine dhnliche
Korrektur fiir die Dichte p durchgefiihrt.

Fiir den Skalar ¢ = 1 lidsst sich iiber die Terme @ und @ der Gl. 4.55 die integrale Form der
Kontinuititsgleichung herleiten:

dm

v /[V (po0) =V -Fyy] dv (4.58)

In Gl. 4.58 ist die GroBe m = pV die Masse des Volumens V/, die sich aus dem Volumenintegral
des Terms @ (vgl. Gl. 4.55) fiir den Fall ¢ = 1 ergibt. Unter dem Integral in GI. 4.58 tritt
erneut ein Divergenzterm basierend auf der Geschwindigkeitsdifferenz 6t auf, iiber den sich ein
konvektiver Massenfluss ergibt. Dies zeigt einen wesentlichen Unterschied zu der urspriinglichen
Form der SPH-Methode auf. Bei der urspriinglichen Form der SPH-Methode werden die Partikel
entlang der Stromlinien des Stromungsfelds advektiert (&t = u bzw. 6t = 0). Aulerdem werden
keine kiinstlichen dissipativen Terme in der Kontinuitéitsgleichung angewendet (Fy-; = 0). In
diesem Fall ist gemil} Gl. 4.58 die Masse m des Volumens V zeitlich invariant. Daher ist die
Masse m, eines Partikels a konstant. Dem Partikel a ist somit iiber die gesamte betrachtete
physikalische Zeit dasselbe Material zugeordnet. Der Differentialoperator d/dr entspricht daher
der Materialableitung. Da die Masse m, des Partikels a zeitlich invariant ist, kann der Zustand
des Partikels a unter Anwendung der urspriinglichen Form der SPH-Methode ausschlie3lich
durch die zeitliche Integration intensiver bzw. primitiver Groflen (z. B. der Dichte p und des
Skalars ¢) berechnet werden. Fiir die zeitliche Integration primitiver Grof3en ist die differentielle
Form der Erhaltungsgleichungen geeignet. Fiir deren Herleitung muss der Term @ in GI. 4.55
unter Anwendung der Definition des Differentialoperators
d() _90)

TRl -V () (4.59)

sowie unter Anwendung der Kettenregel wie folgt umformuliert werden:

d (pe)
ot

d d
LV (pd i) = (p¢) + ppV - uzpd—(f+¢(d—/;+pv-ﬁ) (4.60)

@ @

Der Term @ in GI. 4.55 lasst sich somit durch den Term @ (vgl. Gl. 4.60) ersetzen. AuBBerdem
sind die Volumenintegrale, die die Terme @ und @ in GI. 4.55 umfassen, fiir ein beliebiges
Volumen V identisch. Daher besteht auch eine Identitit zwischen den Termen @ und @:

‘;—‘f+¢(—+pv ) V- (p¢p o) —V-Fy (4.61)

Durch Einsetzen von ¢ = 1 in GI. 4.61 ergibt sich die differentielle Form der Kontinuitétsglei-
chung:
dp

5 =PV V- (p i) - V- Fy (4.62)
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Durch Einsetzen von GI. 4.62 in Gl. 4.61 folgt auerdem die Gleichung zur Beschreibung der
zeitlichen Anderungsrate des Skalars ¢:
d¢ A A
pE:V-(p¢6u)—V-F¢—¢(V-(péu)—V~F¢=1) (4.63)
Gl. 4.62 und Gl. 4.63 lassen sich durch Anwendung der Kettenregel zu den folgenden Ausdriicken
vereinfachen:

d
d—l;:—pV-u+(5ﬁ~Vp—V-F¢:1 (4.64)
do .

pE :p5U'V¢—V'F¢+¢V'F¢=1 (465)

Die differentiellen Formulierungen in GI. 4.64 und GI. 4.65, die die zeitliche Anderung intensiver
bzw. primitiver GroBBen beschreiben, sind im Gegensatz zu den integralen Formulierungen
unabhingig von der Divergenz der Geschwindigkeitsdifferenz und somit unabhingig von der
Volumenénderung. Der einzige Beitrag der Geschwindigkeitsdifferenz in Gl. 4.64 und Gl. 4.65
erfolgt liber die Korrekturterme der Dichte und des Skalars ¢ (vgl. Gl. 4.57). Im Folgenden wird
die Partikel-Approximation fiir die Gln. 4.64 und 4.65 eingefiihrt. Die Stromungsvariablen an
einem Partikel @ werden dabei als homogen innerhalb des Partikelvolumens V,, angenommen:

dpg X
(Z = =Py [V'“]a+5“a'[vp]a—[V~F¢=1]a (4.66)
dos A

my jt =V, (Paéua [Vel,— [V Fy], +¢a |V F¢=1]a) 4.67)

Die in eckigen Klammern eingeschlossenen und mit einem Index a versehenen rdumlichen
Ableitungen sind, wie bereits in Abschnitt 4.3 erldutert wurde, als Approximationen durch
SPH-Operatoren zu verstehen. Unter den zuvor fiir die urspriingliche Form der SPH-Methode
eingefiihrten Bedingungen vereinfachen sich GI. 4.66 und Gl. 4.67 wie folgt:

dpa - _ V
(ﬁa:ua/\[V'F¢:1]a=0):> dr pa [V -u], (4.68)

Unter Anwendung der zweiten Gleichung des Gleichungssystems 4.68 kann die Erhaltung der
Grole m, ¢, gewidhrleistet werden, indem ein antisymmetrischer SPH-Operator (vgl. Abschnitt
4.3) zur Diskretisierung des Terms [V . F¢]a angewendet wird. Dies stellt einen wesentlichen
Vorteil der urspriinglichen Form der SPH-Methode dar.

In der vorliegenden Arbeit weichen die Voraussetzungen allerdings von den zuvor fiir die ur-
spriingliche Form der SPH-Methode genannten Bedingungen ab. Wie bereits am Ende des
Abschnitts 4.4.4 und zu Beginn dieses Abschnitts diskutiert wurde, ist die Beriicksichtigung der
Geschwindigkeitsdifferenz 60 in den Erhaltungsgleichungen erforderlich. Das Partikel a wird
daher in dem vorliegenden Verfahren lokal nicht mit der Stromungsgeschwindigkeit u,, sondern
mit einer Partikelgeschwindigkeit G, = u, + 0h, advektiert. Die Geschwindigkeitsdifferenz
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ou, des Partikels a setzt sich dabei aus mehreren Einfliissen zusammen. Zum einen entstehen,
insbesondere in der Nahe der offenen Rénder, lokale Geschwindigkeitsdifferenzen aufgrund
des in Abschnitt 4.4.4 erlduterten Partikelverschiebungsansatzes. Die resultierende Komponente
der Geschwindigkeitsdifferenz wurde in Abschnitt 4.4.4 als 5t bezeichnet. Deutlich groBere
Geschwindigkeitsdifferenzen treten zum anderen aufgrund des in dieser Arbeit entwickelten
Verfahrens fiir offene Randbedingungen auf, bei dem randnahen Partikeln eine Geschwindig-
keitsdifferenz aufgeprigt wird (vgl. Abschnitt 5.4). Diese Geschwindigkeitsdifferenz wird im
Folgenden 602 genannt. Die gesamte Geschwindigkeitsdifferenz 6, setzt sich also aus der
Summe der zuvor genannten Komponenten zusammen:

s, = 665 + 607 (4.69)

Dariiber hinaus wurde in Abschnitt 4.4.3 ein numerischer Diffusionsterm zur Stabilisierung des
Dichtefelds eingefiihrt, der in der Kontinuitédtsgleichung angewendet werden soll. Daher ist die
Bedingung Fy- = 0 in der vorliegenden Arbeit ungiiltig. Aus den genannten Griinden kann das
Gleichungssystem 4.68 der urspriinglichen Form der SPH-Methode in der vorliegenden Arbeit
nicht angewendet werden.

Ein alternativer Ansatz, iiber den konvektive Fliisse bei der SPH-Methode berticksichtigt werden
konnen, wird von Vila (1999) vorgeschlagen. Dabei wird der ALE-Ansatz auf die SPH-Methode
angewendet. Der Ansatz wird SPH-ALE genannt. Statt der zeitlichen Integration primitiver
GroBen, wie der des Skalars ¢ in GI. 4.67, werden bei diesem Ansatz extensive GroBen auf
Basis der Volumenintegrale, die in Gl. 4.55 die Terme @ und @ umfassen, zeitlich integriert.
Da extensive GroBen integriert werden, muss das Volumen unter Anwendung der GIl. 4.56
zusitzlich zeitlich integriert werden. Im Falle einer zeitlich variablen Masse des Volumens
muss zudem GI. 4.58 verwendet werden. Die Volumenintegrale in Gl. 4.55, Gl. 4.56 und Gl.
4.58 werden von Oger et al. (2016) durch Produkte aus dem Partikelvolumen V, und dem
volumengemittelten Wert des Terms unter dem entsprechenden Integral ersetzt. Hieraus ergibt
sich das folgende Gleichungssystem:

e ([V-6a],+[V-ul,)

Va
iy v, ([V (p )], - [V - F¢:1]a) (4.70)
Va

% ([V'(p¢5ﬁ)]a‘ [V'F"’]a)

Dieses Gleichungssystem beriicksichtigt in konsistenter Weise die Geschwindigkeitsdifferenz 6t
und kann durch Anwendung antisymmetrischer SPH-Operatoren in eine konservative Partikel-
Approximation iiberfiihrt werden. Dies ist der wesentliche Vorteil des SPH-ALE-Ansatzes. Die
Erhaltungsgrofie {Va (qu)a} sowie die Masse m, dndern sich gemaf Gl. 4.70 unter anderem
durch konvektive Fliisse, die bei Vorliegen einer Geschwindigkeitsdifferenz 6@ entstehen. Eine
wichtige Implikation dieses konvektiven Flusses ist demnach, dass die Partikelmasse m, nicht
konstant ist und als zusitzliche extensive Grofle des Partikels bei der zeitlichen Integration des
Zustands des Partikels beriicksichtigt werden muss. Dies ist der wesentliche Unterschied zu
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der urspriinglichen SPH-Methode, bei der, wie bereits erlautert wurde, ein gewisser Teil des
Kontinuums iiber die gesamte physikalische Zeit demselben Partikel zugeordnet ist.

Die konvektiven Terme in Gl. 4.70 wiirden bewirken, dass durch Interaktionen zwischen Par-
tikeln des inneren Rechengebiets und des Geistergebiets konvektive Fliisse iiber einen offenen
Rand iibertragen werden. Es klingt zunichst vielversprechend, konvektive Fliisse auf natiirliche
Weise iiber Partikel-Interaktionen zu realisieren. In der Praxis stellt sich jedoch heraus, dass
dieser Ansatz problematisch ist. Unter anderem ist der konvektive Fluss mit numerischen Un-
genauigkeiten behaftet, sodass es nicht moglich erscheint, auf diese Weise einen Massenstrom
an einem offenen Rand exakt aufzuprigen. Aufgrund dieser Tatsache liee sich die Zielsetzung
dieser Arbeit mit diesem Ansatz nicht erfiillen.

Daher wird in dieser Arbeit stattdessen ein Algorithmus entwickelt (vgl. Abschnitt 5.4), {iber
den die Massenidnderung der Partikel an offenen Rindern auf eine kontrollierte Weise gesteuert
wird. Aus diesem Ansatz resultiert ein Quellterm 722 fiir die Masse des Partikels a. Dieser
Quellterm représentiert die Massenidnderung, die das Partikel a durch die Volumeninderung
aufgrund einer Interaktion mit dem Rand erfdhrt. Diese Volumenédnderung resultiert aus der
Tatsache, dass die Partikel in dem vorliegenden Verfahren nicht iiber einen offenen Rand ad-
vektiert werden. Das Volumen randnaher Partikel, die sich von einem offenen Rand entfernen
bzw. einem offenen Rand nidhern, muss daher erhoht bzw. verringert werden, um das Volumen
des Rechengebiets zu erhalten. In der ersten Gleichung des Gleichungssystems 4.70 wiirde eine
dhnliche Volumenznderung auch auf Basis der Divergenz der Geschwindigkeitsdifferenz da%
realisiert werden. Da diese Volumenidnderung allerdings iiber den zuvor erlduterten Quellterm
reprisentiert wird, darf die Divergenz der Geschwindigkeitsdifferenz 662 nicht beriicksichtigt
werden. Der zweite Beitrag zu der Geschwindigkeitsdifferenz o1 ist die Geschwindigkeitsdiffe-
renz 60 basierend auf dem Partikelverschiebungsansatz. Sun et al. (2019) argumentieren, dass
die Geschwindigkeitsdifferenz 665 nur lokal und zeitlich begrenzt in Relation zur Strémungs-
geschwindigkeit relevante Werte annimmt und die entsprechende Volumenidnderung demnach
vernachlissigt werden kann. Diese Beobachtung wurde auch im Rahmen dieser Arbeit gemacht.
Aus diesem Grund wird die Divergenz der Geschwindigkeitsdifferenz 6@ vernachlissigt.

Wie bereits erlidutert wurde, sind die Anderungsraten der Skalare p, und ¢, gemiB Gl. 4.64
und Gl. 4.65 unabhingig von der Divergenz der Geschwindigkeitsdifferenz 6a. Es ist trivial zu
zeigen, dass diese Gleichungen unverédndert bleiben, wenn die Divergenz der Geschwindigkeits-
differenz 61 in den integralen Gleichungen (Gl. 4.56 und Gl. 4.58) des Volumens und der Masse
vernachlissigt werden. Der Beitrag der Geschwindigkeitsdifferenz o1l entsteht demnach einzig
tiber die Korrekturterme der Dichte p und des Skalars ¢ (vgl. Gl. 4.57). Durch Einsetzen von
Gl. 4.57 mit ¢ = 1 in die integrale Form der Kontinuitédtsgleichung (Gl. 4.58) ergibt sich die
folgende Gleichung:

d

d—n;:/[pV-6ﬁ+5ﬁ-Vp—V-F¢=1]dv 4.71)
14

Die Partikel-Approximation der Gl. 4.71 in Verbindung mit jenen in GI. 4.66 und Gl. 4.67

ergeben bei Vernachlidssigung der Divergenz der Geschwindigkeitsdifferenz 6t das folgende
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Gleichungssystem:
dve :
dng  _y, (5ﬁa [Vl ~ [V F¢=1]a) i®
d'(;;ta = —Pa [V : u]a + (5ﬁa ' [Vp]a - [V . F¢:1]a (472)

mo e = Vi (padi - 1961, = [V Fo]  + 6, [ Fomt],)

In Gl. 4.72 ist die GroBe VaB der zum Massenquellterm m;ﬁ analoge Volumenquellterm. Das
Gleichungssystem 4.72 enthilt Terme, die im Gegensatz zu dem SPH-ALE-Ansatz nicht kon-
servativ diskretisierbar sind. Der Grund hierfiir ist, dass vor den SPH-Operatoren neben dem
Partikelvolumen V,, weitere Groen stehen, die dem Partikel a zugeordnet sind. Besonders die
Erhaltung der Masse ist eine substantielle Eigenschaft in der numerischen Stromungsmechanik.
Eine Moglichkeit, die im Rahmen der Wahrung dieser Eigenschaft gerechtfertigt werden kann,
ist die Vernachlissigung des Dichtekorrekturterms in der integralen Kontinuitatsgleichung (erste
Gleichung des Gleichungssystems 4.72). Dies fiihrt dazu, dass die Gleichung zur Beschreibung
der Volumeninderungsrate modifiziert werden muss, um die Konsistenz der Kontinuitétsglei-
chung zu wahren. Hieraus ergibt sich das folgende Gleichungssystem:

dv, \% .
[V-6l],=0A da =V, [V.u]a__“(gﬁa.[vp]aJ,Vf -
t Pa
o =V, [V Fyo], +m2
% = —Pa [V ' u]a + 6ﬁa . [Vp]a — [V . F¢=1]a (473)

m, e v, (padﬁa Vgl — [V Fy], +0a|V- F¢=1]a)

Die Implikation des Gleichungssystems 4.73 ist eine Verletzung des Reynolds-Transport-
Theorems. Es ist allerdings anzumerken, dass dhnliche Modifikationen bereits in anderen Arbei-
ten, wie z. B. in denen von Adami et al. (2013), Lind et al. (2012) und Sun et al. (2019), jedoch
ohne entsprechende Diskussion, angewendet werden. Eine dquivalente Umformung der unteren
Gleichung des Gleichungssystems 4.73 zur Gewihrleistung der Erhaltung der GroBe V,p,¢,
ist nicht moglich. Neben dem Korrekturterm (Gradient des Skalars ¢) ist auch der Term, der
den Flussvektor Fy—; enthilt, nicht als konservative Formulierung diskretisierbar. In anderen
Arbeiten, wie z. B. in denen von Antuono et al. (2010) und Ferrari et al. (2009), wird dieser Term
in der Gleichung des Skalars ¢, vernachlissigt. Ebenso wird der Flussvektor Fy-;, auler von
Oger et al. (2016) im Zusammenhang mit dem SPH-ALE-Verfahren, nicht als Masseninderung,
sondern nur als Dichtednderung und somit implizit als Volumenidnderung beriicksichtigt. Dies
ist allerdings auf Basis des Reynolds-Transport-Theorems inkonsistent.
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Die Partikel-Approximation fiir den Vektor ®, lésst sich analog zu der Partikel-Approximation
zur Beschreibung der Anderungsrate des Skalars ¢, herleiten:
do, .

M= = Va0 (V@ ®)T], - 888, = [V-Fol, + @, [V-Fout],)  (474)
Die beiden letzten Terme (der Dichtekorrekturterm und der Dichtediffusionsterm) der differen-
tiellen Form der Kontinuititsgleichung im Gleichungssystem 4.73 miissen bei dem Verfahren
zur Bestimmung der Dichte basierend auf der diskreten Dichte-Approximation, das in Abschnitt
4.4.2 erldutert wurde, beriicksichtigt werden. In Abschnitt 4.4.2 wurde hierfiir das Differential
dp, . definiert, das sich aus der Summe der Beitriige auf Basis der Dichtekorrektur dpi . und
der Dichtediffusion dpfgc ergibt (vgl. Gl. 4.29). Diese beiden Beitrage ergeben sich nun aus der
Umformulierung der beiden letzten Terme der differentiellen Form der Kontinuitétsgleichung
in totale Differentiale:

dogs . = 68, - [Vp], dt (4.75)
dpp. == [V - Fyq] dt (4.76)

In diesem Abschnitt wurden Partikel-Approximationen fiir die Stromungsgleichungen hergeleitet
und diskutiert. Wie eingangs dieses Kapitels erldutert wurde, bestehen besondere Anforderun-
gen an die Erhaltungsgleichungen, da sich die Partikel insbesondere im randnahen Bereich
nicht mit der Stromungsgeschwindigkeit bewegen und sich daraus Geschwindigkeitsdifferenzen
ou ergeben. Durch diese Geschwindigkeitsdifferenzen entstiinden zusitzliche konvektive Fliis-
se zwischen Partikeln, die prinzipiell mit dem ALE-Ansatz mathematisch beschrieben werden
konnten. Aufgrund der Anforderung einer moglichst genauen Aufpragung von Massenstromen
an den offenen Rindern des Rechengebiets, wurde entschieden, den Massenfluss an einem offe-
nen Rand iiber einen Quellterm in der Massenerhaltungsgleichung zu beschreiben, der in Kapitel
5 noch zu definieren ist. Durch die Einfiihrung dieses Quellterms besteht der Beitrag der Ge-
schwindigkeitsdifferenz in den Transportgleichungen einzig in Form von Korrekturtermen der
transportierten GroB3en. Dariiber hinaus ist die Anwendung eines Dichtediffusionsterms erforder-
lich, der in der Kontinuitétsgleichung und in der Massenerhaltungsgleichung beriicksichtigt ist.
Die in diesem Abschnitt erlduterten Modifikationen der Erhaltungsgleichungen konnen wichtige
Einfliisse auf die Erhaltung und die Konsistenz dieser Gleichungen haben. Die Implikationen
dieser Modifikationen werden daher in Kapitel 6 und in Anhang A.5 detailliert analysiert.

4.6 Raumliche Diskretisierung der Erhaltungsgleichungen

In diesem Abschnitt wird die rdumliche Diskretisierung der in den letzten Abschnitten ein-
gefiihrten Gleichungen vorgestellt. In Abschnitt 4.5 wurde die Formulierung der Partikel-
Approximation des Differentialgleichungssystems diskutiert, iiber das der Zustand des Partikels
a zeitlich integriert werden soll. Das System besteht aus der integralen Kontinuititsgleichung
zur Berechnung der Partikelmasse m,,, der differentiellen Kontinuitédtsgleichung zur Berechnung
der Fluiddichte p, und je einer Gleichung in differentieller Form fiir jeden zu berechnenden
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Skalar ¢, und/oder Vektor ®,. Gemill Kapitel 3 werden in der vorliegenden Arbeit keine zu-
satzlichen Skalare ¢, und lediglich die Fluidgeschwindigkeit u, als zuséatzliche Vektorgrofe des
Partikels a beriicksichtigt. Zur Bestimmung der Fluidgeschwindigkeit u, des Partikels a muss
die Impulsgleichung diskretisiert werden. Wie in Abschnitt 4.5 erldutert wurde, sind verschie-
dene Gleichungssysteme moglich (Gl. 4.72 und Gl. 4.73), die sich lediglich in der Formulierung
der integralen Kontinuitédtsgleichung unterscheiden. In diesem Abschnitt ist es unerheblich, wel-
che dieser Formulierungen betrachtet wird. Auerdem wurden in Abschnitt 4.4.2 auf Basis der
diskreten Dichte-Approximation zwei alternative Ansdtze zur Berechnung der Fluiddichte p,
vorgestellt. Bei Anwendung dieser Ansitze wird die Kontinuitéitsgleichung nicht berechnet. In
den zuvor erwihnten Gleichungen sind die Partikel-Approximationen bisher noch tiber Platz-
halter reprasentiert. In diesem Abschnitt werden die in den Abschnitten 4.3, 4.4.1 und 4.4.3
definierten SPH-Operatoren verwendet, um diese Platzhalter zu ersetzen.

Die Partikel-Approximation der differentiellen Form der Kontinuitétsgleichung (zweite Glei-
chung des Gleichungssystems 4.72) wird wie folgt diskretisiert:

dpg Z N 2 T
(li)t = 4 mpUgp * Vawab + 5“54 . s prb Vawab
“4.77)

Tab
+ Z prab - Vawab max [Caa Cb]
b Tab

In GI. 4.77 wird liber den ersten Term auf der rechten Seite die Divergenz der Fluidgeschwindig-
keit unter Anwendung des Operators geméll Gl. 4.14 approximiert. Der zweite Term entspricht
der Approximation des Dichtekorrekturterms, der unter Anwendung des SPH-Operators gemal3
Gl. 4.12 approximiert wird. Dabei wird der korrigierte Kernel-Gradient VWab (vgl. Abschnitt
4.4.1) verwendet, um eine Approximation mit einer Konsistenzordnung 1 zu gewéhrleisten. Der
letzte Term reprisentiert die Approximation des Dichtediffusionsterms gemaf der Formulierung
nach Ferrari et al. (2009) (vgl. Gl. 4.42 in Abschnitt 4.4.3).

Bei der Anwendung der diskreten Dichte-Approximation (vgl. Abschnitt 4.4.2) zur Berechnung
der Fluiddichte p, ist die Diskretisierung des Differentials dp, . erforderlich, das gemif GI.
4.29, Gl. 4.75 und GI. 4.76 definiert ist. Die entsprechende Diskretisierung ergibt sich gemaf
den in GI. 4.77 verwendeten Operatoren zu:

dpac =060 ) Vops VaWap At + ) Vipas (:—” - Vawab) max [cacp] di - (478)
b b

ab

Die integrale Form der Kontinuititsgleichung (erste Gleichung des Gleichungssystems 4.72)
wird analog zu Gl. 4.77 diskretisiert:

dm,

dr

N & -~ Tap .
=V, o, - Z Vs VaWwap + Vg Z Vbpab (i ) VaWab) max [cq, cp] + mf 4.79)
b b “

Uber den ersten Term auf der rechten Seite der Gl. 4.79, den Dichtekorrekturterm, wird die
Erhaltung der Masse verletzt. Dies kann, wie in Abschnitt 4.5 erldautert wurde, durch Entfernung
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dieses Terms aus Gl. 4.79 vermieden werden. Dies fiihrt, wie in Abschnitt 4.5 dargelegt wurde,
allerdings zu einer inkonsistenten Volumeninderungsrate.

Die Impulsgleichung ergibt sich durch Einsetzen von @ = u und Fg = Fe-, in Gl. 4.74, wobei
Fo-uy gemiB Gl. 3.14 definiert ist:

duy _
ma% =mgy (Zb: Vbub ® Vawab : 5ﬁa - Vu Z Vb (pa + pb) Vawab
ﬂab ab
+2V V ry 'VaWa .
Z 2y oo T Vava) (480)

-u,V, Z Vbpab (Lb : Vawab) max [cq, cp]
b

Tab

In Gl. 4.80 représentiert der erste Term auf der rechten Seite die aufgrund der Geschwindig-
keitsdifferenz o1l, definierte Geschwindigkeitskorrektur. Dieser Term wird unter Anwendung
des SPH-Operators in Gl. 4.13 diskretisiert. Dabei wird der korrigierte Kernel-Gradient VWb
(vgl. Abschnitt 4.4.1) verwendet, um eine Approximation mit einer Konsistenzordnung 1 zu
gewihrleisten. Der zweite und dritte Term sind die Bestandteile der Divergenz des Flussvektors
Fe-u, wobei der zweite Term den Druckgradienten und der dritte Term den Viskosititsterm
reprasentieren. Beide Terme sind durch eine konservative Diskretisierung charakterisiert. Zur
Diskretisierung des Druckgradienten wird der in Gl. 4.15 definierte Operator verwendet. Der
Viskositéitsterm wird unter Anwendung des von Morris et al. (1997) eingefiihrten Operators
diskretisiert. Dieser Operator ist dhnlich dem in GI. 4.17 definierten Operator. Die GroBen
U,y =, —up und pgp = (ug + pp) /2 reprasentieren die Differenz der Fluidgeschwindigkeiten
und den arithmetischen Mittelwert der dynamischen Viskositéiten der Partikel @ und b. Der letzte
Term in Gl. 4.80 beriicksichtigt den Einfluss der Dichtediffusion auf den Impuls. Sowohl der
erste als auch der letzte Term in Gl. 4.80 verletzen die Impulserhaltung.

4.7 Zeitliche Diskretisierung der Erhaltungsgleichungen

In Kapitel 2 wurde ausgefiihrt, dass aus Effizienzgriinden ein explizites Zeitschrittverfahren fiir
die zeitliche Diskretisierung der Erhaltungsgleichungen gewihlt werden soll. In dieser Arbeit
wird ein explizites Euler-Zeitschrittverfahren appliziert, das die Konsistenzordnung 1 hat. Da-
her wird die folgende Approximation fiir die zeitliche Integration einer beliebigen GrofBe v,

angewendet:
1/124—1 tv+l d
[ =t - [ s
v tv dt

a

dya|”
- ] ot (4.81)

In Gl. 4.81 kennzeichnet das hochgestellte Symbol v bzw. v + 1, dass es sich um Groen
des v-ten Zeitpunkts bzw. um dessen nachfolgenden Zeitpunkt handelt. Die GroBe 6" ist die
Zeitschrittweite des v-ten Zeitpunkts. Dieses Prinzip wird auf Gl. 4.77, Gl. 4.78, Gl. 4.79 und Gl.
4.80 angewendet. Explizite Zeitschrittverfahren sind nur bedingt stabil. Daher miissen gewisse
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Zeitschrittkriterien angewendet werden, um die Zeitschrittweite 6t zu limitieren (Hofler, 2013):

h

OICFL = Zmax(Tual)
Stacc = |t
maax(”d_’a”) (4.82)
6tVIS = hzmin (P_a)
a Ha
ot = min (%5tCFL’ %5tACC’ %éjVIS)

Die zu wihlende Zeitschrittweite 67 bestimmt sich demnach aus dem Minimum der Zeitschritt-
weiten, die auf Basis des CFL-Kriteriums (dzcpr ), der maximalen Beschleunigung (67acc) und
der Viskositit (6tyrs) berechnet werden.






5 Entwicklung eines neuen Verfahrens fur offene und
gekoppelte Randbedingungen

In Kapitel 4 wurde die SPH-Methode eingefiihrt. Unter anderem wurden Ansitze erldutert,
iiber die in diesem Kapitel die Entwicklung eines neuen Verfahrens ermoglicht wird, das zur
Behandlung offener und gekoppelter Riander in der SPH-Methode verwendet werden kann. Unter
dem Begriff ,,gekoppelte Rénder* werden Rinder verstanden, iiber die die Rechengebiete der
SPH- und der FV-Methode miteinander gekoppelt werden kénnen (vgl. Abschnitt 2.3). Uber das
zu entwickelnde Verfahren konnen demnach SPH-Rechengebiete im Sinne einer Embedded-
SPH-Methode in FV-Rechengebiete eingebettet werden.

In Kapitel 2 wurden einleitend Anforderungen an eine Embedded-SPH-Methode definiert. Die
daraus resultierenden Ziele bei der Entwicklung einer Embedded-SPH-Methode werden an
dieser Stelle zusammengefasst:

1. Die Komplexitit des Kopplungsansatzes soll minimal sein. Als Konsequenz sollen die
Ansitze der SPH- und der FV-Methode zur Aufpriagung von Randbedingungen auf Kopp-
lungsriander angewendet werden.

2. Bei der Ubertragung der Stromung iiber den Kopplungsrand sollen keine signifikanten
unphysikalischen Storungen bzw. Oszillationen der Stromungsvariablen hervorgerufen
werden.

3. Uber das zu entwickelnde Verfahren sollen beliebig komplexe Strdmungsfelder zwischen
den Rechengebieten advektiert werden.

4. Die Abweichung vom Gleichgewicht der Massenstrome der Rechengebiete soll zu jedem
Zeitpunkt als auch an jedem Ort des Kopplungsrands minimiert werden.

In Abschnitt 2.3 wurden verfiigbare Embedded-SPH-Methoden detailliert diskutiert und anhand
ihrer Eigenschaften klassifiziert. Dabei wurde festgestellt, dass nach derzeitigem Stand kein
Embedded-SPH-Verfahren existiert, liber das die genannten Ziele gesamtheitlich erfiillt werden
konnen. Insbesondere das Ziel einer minimalen Komplexitit des Verfahrens wurde bisher nicht
ausreichend verfolgt.

Daher wurde in Abschnitt 2.4 eine Vereinheitlichung der Ansétze zur Aufprigung von Rand- und
Kopplungsbedingungen als ein Ziel dieser Arbeit definiert. Uber dieses Vorgehen kénnen bei
einer Embedded-SPH-Methode die in der FV-Methode bestehenden und hinsichtlich der nume-
rischen Effizienz und Robustheit optimierten Verfahren zur Aufprigung von Randbedingungen
an einem Kopplungsrand angewendet werden. Hierdurch muss keine Methodenentwicklung fiir
die FV-Methode geleistet werden. Stattdessen beschrankt sich der Entwicklungsaufwand der
Embedded-SPH-Methode auf die Erarbeitung eines einheitlichen Ansatzes zur Aufprigung von
Rand- und Kopplungsbedingungen fiir die SPH-Methode. Zurzeit existiert noch eine Vielzahl
unterschiedlicher Anséitze zur Aufpriagung von Randbedingungen. Insbesondere bei Embedded-
SPH-Verfahren wurden bisher spezielle Sonderlosungen zur Aufprigung von Kopplungsbedin-
gungen entwickelt, wie in Abschnitt 2.3 erldutert wurde.

In Abschnitt 5.1 wird die grundsétzliche Architektur eines geeigneten Verfahrens zur Erfiillung
der zuvor genannten Ziele diskutiert und definiert. Hieraus ergeben sich mehrere Methoden, die
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in den Abschnitten 5.2, 5.3 und 5.4 entwickelt werden miissen. In Abschnitt 5.5 wird zuerst
ein kurzes Zwischenfazit zu den in diesem Abschnitt entwickelten Methoden gezogen, und
danach wird kurz auf die Programmcodes fiir das SPH- und das FV-Verfahren sowie auf deren
Kommunikation und Lésungsablauf eingegangen. Die Inhalte dieses Kapitels orientieren sich
in Teilen an der Veroffentlichung von Werdelmann et al. (2021).

5.1 Diskussion des Kopplungsansatzes

In Kapitel 2 wurden bereits Ansitze definiert, um die zu Beginn dieses Kapitels erwihnten Ziele
zu erfiillen. Diese Ansétze werden im Folgenden kurz erldutert. Aus der nachfolgenden Dis-
kussion werden aulerdem die Methoden identifiziert, die in diesem Kapitel entwickelt werden
miissen.

Zum einen wurde die Anwendung des Patched-Grid(PG)-Ansatzes fiir die Kopplung vorgese-
hen. Bei diesem Ansatz wird ein Rand 0Qag = dQs = dQp definiert, iiber den das SPH-
Rechengebiet Qg und das FV-Rechengebiet Q5 voneinander abgegrenzt werden (vgl. Abb.
2.8b). Nur dieser Ansatz ermoglicht die Anwendung der iiblicherweise verwendeten Methoden
zur Aufpriagung von Randbedingungen bei der SPH- und der FV-Methode. Die alternative Me-
thode zum PG-Ansatz ist der Overlapping-Grid(OG)-Ansatz, bei dem eine zusitzliche Region
eingefiihrt wird, in der sich die beiden Rechengebiete tiberlappen (vgl. Abb. 2.8c). Dies ent-
spricht weder bei der SPH- noch bei der FV-Methode dem tiblicherweise verwendeten Ansatz zur
Aufpriagung von Randbedingungen und erfiillt somit nicht das erste der eingangs dieses Kapitels
genannten Ziele. Im Zusammenhang mit dem PG-Ansatz ist die Methode nach Monteleone et al.
(2015) und Napoli et al. (2016) hier als bisher einzig relevantes Embedded-SPH-Verfahren zu
erwidhnen. In Abschnitt 2.3 wurde erlautert, dass die direkte Interaktion zwischen den Zellen
des FV-Rechengebiets (€24 ) und den Partikeln des SPH-Rechengebiets (Qp) iiber den Austausch
numerischer Fliisse nicht praktikabel ist. Daher werden bei der Methode nach Monteleone et al.
(2015) und Napoli et al. (2016) beide Rechengebiete, das SPH- und das FV-Rechengebiet, um
Geistergebiete €2, o und €, g erweitert, die jeweils das gekoppelte Rechengebiet iiberlappen
(vgl. Abb. 2.10d und Abb. 2.10e). Innerhalb dieser Geisterregionen werden die Stromungs-
variablen des iiberlappenden Gebiets interpoliert. Die interpolierten Werte werden als Kopp-
lungsbedingungen zur Verfiigung gestellt (vgl. Abb. 2.11b). Im Falle der FV-Methode entspricht
die Aufprigung von Randbedingungen iiber Geistergebiete allerdings nicht dem iiblicherweise
verwendeten Ansatz. Bei der FV-Methode sollten auch die Kopplungsbedingungen direkt am
Kopplungsrand und nicht tiber Geisterzellen aufgepragt werden. In Abb. 5.1 ist veranschaulicht,
welcher Ansatz in dieser Arbeit daher angestrebt wird. Die SPH-Partikel des Rechengebiets Qg
interagieren mit den Geisterpartikeln, an denen die Stromungsvariablen der umliegenden FV-
Zellen interpoliert werden (vgl. Abb. 5.1a). Die am Rand 0Qa = 0Q4p anliegenden FV-Zellen
interagieren direkt mit den angrenzenden Flichenelementen des Rands Qap (vgl. Abb. 5.1b).
Diese Flichenelemente werden im Folgenden Randsegmente genannt. Die Randsegmente sind
in Abb. 5.1 als Linienelemente mit zentriertem weilen Kreis gekennzeichnet. Diese Darstellung
wird auch im Folgenden verwendet. In diesem Kapitel muss demnach eine Methode entwickelt
werden, um die Kopplungsbedingungen fiir das FV-Rechengebiet liber die Randsegmente des
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Abbildung 5.1: Informationsfluss bei dem vorgeschlagenen Verfahren zur Kopplung
eines SPH-Rechengebiets mit einem FV-Rechengebiet

Rands 0Q4 = 0Qap aufzuprigen. Hieriiber kann das erste der zu Beginn dieses Kapitels ge-
nannten Ziele erfiillt werden. Eine wesentliche Herausforderung ist dabei die Berechnung des
Stromungszustands dieser Randsegmente.

Zum anderen wurde in Kapitel 2 definiert, dass an der Geisterregion des SPH-Rechengebiets
statische Geisterpartikel verwendet werden sollen. Dieser Ansatz gehort zu der Gruppe von
Ansitzen, die im Zusammenhang mit offenen Rindern nicht auf dem Prinzip der Pufferzonen
basieren. In Abschnitt 2.2 wurde erldutert, dass Ansétze basierend auf dem Prinzip der Pufferzo-
nen fiir komplexe Stromungsfelder nicht robust sind, da die Geisterpartikel explizit entsprechend
dem lokalen Stromungsfeld advektiert werden. Neben der Anwendung statischer Geisterpartikel
wurden in den Abschnitten 2.1 und 2.2 weitere Verfahren erldutert, bei denen die Geisterpartikel
dynamisch basierend auf der rdumlichen Verteilung der randnahen Partikel des Rechengebiets
positioniert werden, z. B. durch Spiegelung am Rand. Im Falle von komplexen Geometrien des
Rands 0Qp = 0Qap sollte die Anwendung statischer Geisterpartikel bevorzugt werden. Dies
wurde in Abschnitt 2.1 diskutiert. Da statische Geisterpartikel nicht advektiert werden, bleibt die
rdumliche Verteilung der Geisterpartikel unbeeinflusst von der Komplexitit des lokalen Stro-
mungsfelds. Inhomogene raumliche Verteilungen der Partikel im Geistergebiet werden somit
vermieden. Dadurch konnen beliebig komplexe Stromungsfelder am Rand realisiert werden.
Somit wird das dritte der eingangs dieses Kapitels definierten Ziele erfiillt. Zum heutigen Stand
existiert weder ein Verfahren zur Behandlung offener Randbedingungen noch ein Verfahren zur
Behandlung gekoppelter Randbedingungen auf Basis von statischen Geisterpartikeln. Dieser
Ansatz muss demnach in diesem Kapitel entwickelt werden.

Eine wesentliche Implikation der Anwendung statischer Geisterpartikel ist, dass Partikel des
Rechengebiets Qg den Rand nicht durchqueren konnen. Konvektive Fliisse (somit auch der
Massenstrom) am offenen Rand konnen daher nicht wie bei Ansitzen mit Pufferzonen durch
die Advektion der Partikel durch den Rand realisiert werden. Eine alternative Methode, um
konvektive Fliisse am Rand zu ermoglichen, bietet der ALE-Ansatz, der in Abschnitt 4.5 fiir
die SPH-Methode erldutert wurde. Bei Verwendung des Gleichungssystems 4.70 wiirden sich
auf natiirliche Weise konvektive Fliisse zwischen randnahen Partikeln des Rechengebiets und
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den Geisterpartikeln des offenen Rands ergeben, da die Geisterpartikel nicht advektiert werden
(G = 0) und somit eine Geschwindigkeitsdifferenz 6@t = —u aufweisen. In Abschnitt 4.5 wurde
darauf hingewiesen, dass diese konvektiven Fliisse numerischen Ungenauigkeiten unterliegen,
da Partikel-Approximationen fiir die Berechnung dieser Fliisse verwendet werden. Aulerdem
muss ohnehin eine weitere Methode zur Anpassung der Partikelmasse implementiert werden,
um eine homogene Verteilung der Masse der Partikel des Rechengebiets zu gewdhrleisten so-
wie Partikeldefizite und -iiberschiisse im randnahen Bereich zu vermeiden. Daher wird von der
Berechnung konvektiver Fliisse iiber Partikel-Approximationen abgesehen. Die numerischen
Fliisse, die iiber Partikel-Interaktionen zwischen Partikeln des Rechengebiets und Geisterparti-
keln realisiert werden sollen, beschrianken sich daher auf nichtkonvektive Fliisse.

Der dritte und gleichzeitig in dieser Arbeit angestrebte Ansatz, um konvektive Fliisse an of-
fenen und gekoppelten Riandern zu realisieren, ist durch die Anwendung eines Algorithmus
zur Generierung und Entfernung von Partikelmasse im randnahen Bereich gegeben. In diesem
Zusammenhang wurden in Abschnitt 2.2 verschiedene Anséitze vorgestellt. Die meisten dieser
Ansitze beruhen auf einer instantanen Generierung und Loschung von Partikeln, die basierend
auf bestimmten Zustdnden ausgelost wird. Alle Partikel des Rechengebiets besitzen somit die
gleiche Masse, und zu bestimmten Zeitpunkten werden Partikel mit dieser Masse generiert und
entfernt. Bei der Methode nach Monteleone et al. (2015) und Napoli et al. (2016), die in diesem
Abschnitt bereits erwidhnt wurde, wird z. B. ein Partikel in Randnihe eingefiigt, wenn ein Par-
tikeldefizit festgestellt wird. Leroy et al. (2016) stellen heraus, dass der Ein- und Auslass von
Masse an offenen Rindern zeitlich gleichmifBig und nicht durch bestimmte Zustinde ausgeloste
instantane Generierungen und Entfernungen von Partikeln durchgefiihrt werden sollte, um Sto-
rungen der Stromungsvariablen zu verringern. Dieser Ansatz wird auch in dieser Arbeit verfolgt.
Daher muss in diesem Kapitel eine Methode entwickelt werden, liber die die Masse randnaher
Partikel zu- und abnehmen kann. Die Massendnderung soll dabei gemil3 den Massenstromen,
die auf den Stromungszustinden der Randsegmente basieren, definiert werden. Uber die in Ab-
schnitt 4.5 eingefiihrten Gleichungssysteme (GI. 4.72 und Gl. 4.73) kann bereits die konvektive
Masseninderung eines Partikels a iiber den Massenquellterm 722 in den Erhaltungsgleichungen
realisiert werden. Dieser Quellterm muss in diesem Kapitel definiert werden.

Uber den genannten Algorithmus miissen auBerdem Partikel am Rand generiert und entfernt
werden, um Partikeldefizite und -iiberschiisse zu vermeiden. An dieser Stelle muss erwahnt
werden, dass es bei einer Generierung und Entfernung von Partikelmasse im randnahen Bereich
unweigerlich zu inhomogenen rdumlichen Verteilungen der Partikel kommt. Um daraus entste-
hende Storungen der Stromungsvariablen hinreichend zu vermindern und somit das zweite der
zu Beginn dieses Kapitels genannten Ziele zu erfiillen, werden die in Abschnitt 4.4 eingefiihrten
Methoden verwendet.

Die in der vorangegangenen Diskussion skizzierten Methoden begiinstigen das vierte der ein-
gangs dieses Kapitels genannten Ziele. Die Kombination der erlduterten Methoden ist von
signifikanter Bedeutung, um die Abweichung vom Gleichgewicht der Massenstrome der Re-
chengebiete zu jedem Zeitpunkt als auch an jedem Ort des Kopplungsrands zu minimieren.
Der Grund hierfiir wird anhand von Abb. 5.2 erldutert, in der der Informationsfluss im Bereich
der Kopplung dhnlich wie in Abschnitt 2.3 dargestellt ist. Im Vergleich zu den bisherigen Dar-
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Abbildung 5.2: Vereinfachte Darstellung zum Informationsfluss im Bereich der Kopp-
lung bei dem vorgeschlagenen Embedded-SPH-Verfahren

stellungen in Abschnitt 2.3 wird in Abb. 5.2 eine zusitzliche Reihe fiir das Randsegment als
zentrales Element des Kopplungsansatzes eingefiihrt. Die folgenden Aspekte sind in Abb. 5.2
veranschaulicht:

* Wie bei dem Ansatz nach Monteleone et al. (2015) und Napoli et al. (2016) wird ein
Geistergebiet €, g definiert, iiber das Randbedingungen fiir das SPH-Rechengebiet Qp
bereitgestellt werden.

* Diese Randbedingungen werden durch eine Interpolation der Stromungsvariablen der
FV-Zellen des Gebiets 24 an den Geisterpartikeln bestimmt.

* Anders als bei dem Ansatz nach Monteleone et al. (2015) und Napoli et al. (2016) wird
das FV-Rechengebiet 24 nicht durch ein Geistergebiet erweitert. Die Randbedingungen
fiir das FV-Rechengebiet werden direkt iiber die Stromungszustinde der Randsegmente
an den Flachenelementen des Rands aufgepragt.

» Konvektive Fliisse randnaher Partikel werden auf Basis der Stromungszustidnde der Rand-
segmente aufgepriagt. Nichtkonvektive Fliisse randnaher Partikel werden durch Partikel-
Interaktionen zwischen diesen Partikeln und Geisterpartikeln realisiert.

Die Masseninderung der Partikel basiert hauptsichlich auf konvektiven Fliissen.'! Da numeri-
sche Fliisse an Randzellen sowie konvektive Fliisse an randnahen Partikeln tiber den Stromungs-
zustand der Randsegmente definiert werden, lésst sich die Abweichung vom Gleichgewicht der
Massenstrome zwischen den gekoppelten Rechengebieten an jedem Ort des Kopplungsrands
minimieren. Da auflerdem eine kontinuierliche Massenidnderung der Partikel angestrebt wird,
kann diese Minimierung zu jedem Zeitschritt erfolgen. Uber diesen Sachverhalt wird das vierte
der eingangs erlduterten Ziele erfiillt.

Es muss auBBerdem gewihrleistet werden, dass das in diesem Abschnitt erlduterte Verfahren auch
fiir einfache offene Randbedingungen ohne signifikante Anpassungen der grundlegenden Archi-
tektur des Ansatzes verwendet werden kann. Auf diese Weise stiinde so wie fiir die FV-Methode
ein einheitlicher Ansatz zur Aufpragung von Randbedingungen und Kopplungsbedingungen fiir

{Uber den numerischen Diffusionsterm, der aus Griinden der Verbesserung der numerischen Stabilitéit in
die Kontinuititsgleichung integriert wurde (vgl. Abschnitt 4.5), kann ein zusitzlicher diffusiver Massenfluss der
Partikel entstehen.
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die SPH-Methode zur Verfiigung. Bei einfachen offenen Randbedingungen fehlt die Information
tiber die Stromung auflerhalb des SPH-Rechengebiets, die bei gekoppelten Randbedingungen
durch eine Interpolation der Zellwerte des FV-Rechengebiets an den Geisterpartikeln bereitge-
stellt wird. Dies ist der einzige Unterschied im Vergleich zu dem Fall eines gekoppelten Rands.
Im Falle von offenen Réndern muss stattdessen eine Kombination aus Randbedingungen und
Informationen des SPH-Rechengebiets genutzt werden, um die Stromungszustidnde der Geister-
partikel zu bestimmen. Beide Informationen werden, wie weiter unten gezeigt wird, liber die
Randsegmente bereitgestellt.

Basierend auf der in diesem Abschnitt gefiihrten Diskussion miissen die folgenden Methoden in
diesem Kapitel entwickelt werden:

Methode zur Zustandsbeschreibung der Randsegmente: Wie zuvor erlautert wurde, muss der
Stromungszustand, der auf Basis eines Zustandsvektors bestehend aus der Fluidgeschwindigkeit
u und dem Fluiddruck p reprisentiert wird, an den Randsegmenten definiert sein, um den
numerischen Fluss fiir das FV-Rechengebiet und den konvektiven Massenstrom fiir das SPH-
Rechengebiet zu bestimmen. Des Weiteren soll das Verfahren gleichermallen auch fiir offene
Randbedingungen bei der SPH-Methode anwendbar sein. Hierfiir muss der Strémungszustand
des Rands ebenfalls bekannt sein, um auch in diesem Fall den Massenstrom der randnahen
Partikel sowie die Stromungszustidnde der Geisterpartikel zu bestimmen. Es muss demnach ein
Verfahren entwickelt werden, um den Randzustand zeitlich zu integrieren. Dieses Verfahren
wird in Abschnitt 5.2 eingefiihrt.

Methode zur Zustandsbeschreibung der Geisterpartikel: Zur Aufprigung der Randbedingungen
fiir das SPH-Rechengebiet muss der Stromungszustand der Geisterpartikel sowohl im Falle ge-
koppelter als auch einfacher offener Randbedingungen definiert werden. Im Falle gekoppelter
Randbedingungen ist dies trivial, da lediglich eine Interpolation der Stromungszustinde randna-
her Zellen an den Geisterpartikeln notwendig ist. Im Falle einfacher offener Randbedingungen
ist der Stromungszustand auflerhalb des SPH-Rechengebiets nicht bekannt und muss basierend
auf den Stromungszustinden des Rands und des SPH-Rechengebiets bestimmt werden. Diese
Verfahren werden in Abschnitt 5.3 eingefiihrt.

Methode zur Massendinderung randnaher Partikel: Die Ubertragung konvektiver Fliisse zwi-
schen dem Rand und randnahen Partikeln wird iiber einen Algorithmus realisiert. Uber diesen
Algorithmus wird die Masseninderung randnaher Partikel basierend auf den Stromungszustin-
den der Randsegmente definiert. Hieraus resultiert der Massenquellterm mf, der in Abschnitt
4.5 eingefiihrt wurde. In diesem Zusammenhang ist es wichtig, die Partikelabstinde und die
Partikelmasse im randnahen Bereich moglichst konsistent zueinander zu definieren, um die In-
homogenitit der raumlichen Partikelanordnung zu verringern und unphysikalische Oszillationen
der Stromungsvariablen zu minimieren. Dieses Verfahren wird in Abschnitt 5.4 eingefiihrt.

5.2 Zustandsbeschreibung der Randsegmente

Die Randsegmente sind das zentrale Merkmal des vorgeschlagenen Ansatzes zur Behandlung
offener und gekoppelter Randbedingungen. Uber die Randsegmente wird die riumliche Dis-
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Abbildung 5.3: Rdumliche Diskretisierung des Gebietsrands durch Randsegmente. In
Anlehnung an Werdelmann et al. (2021)

kretisierung sowie die Beschreibung des Stromungszustands des Rands realisiert. Wie im vor-
angegangenen Abschnitt erldutert wurde, werden iiber die Randsegmente im Falle gekoppelter
Randbedingungen die numerischen Fliisse am Rand fiir das FV-Rechengebiet definiert. Des Wei-
teren wird der an den Randsegmenten definierte Massenstrom genutzt, um den konvektiven Fluss
fiir das SPH-Rechengebiet zu steuern. Nichtkonvektive Fliisse am Rand des SPH-Rechengebiets
werden im Falle einfacher offener Rinder indirekt iiber die Randsegmente aufgeprigt, da die-
se genutzt werden, um die Zustdnde der Geisterpartikel zu definieren. In Abb. 5.3 sind ein
Teil eines offenen Rands dQ2 und das SPH-Rechengebiet Q dargestellt. Der offene Rand wird
liickenlos iiber miteinander verkniipfte ebene Randsegmente diskretisiert. Im Folgenden wird
das Randsegment s charakterisiert, das in Abb. 5.3 dargestellt ist.

5.2.1 Geometrische Beschreibung des Randsegments

Wie in Abb. 5.3 veranschaulicht ist, ist das ebene Randsegment s geometrisch iiber eine Position
ry und einen Normaleneinheitsvektor ng bestimmt. Auerdem ist dem Randsegment eine Fldache
Ay zugeordnet. Da sich diese Arbeit auf maximal zwei raumliche Dimensionen beschrinkt, ist
die geometrische Definition des Randsegments trivial. Im Folgenden wird die geometrische
Definition fiir die Félle mit einer riumlichen Dimension und zwei raumlichen Dimensionen er-
lautert. Im Falle von einer rdumlichen Dimension liegt pro Rand nur ein Randsegment vor, und
der Ortsvektor r entspricht somit der Position des offenen Rands. Im Falle von zwei raumlichen
Dimensionen entspricht der Ortsvektor ry dem Mittelpunkt des Liniensegments, das das Rand-
segment reprisentiert (vgl. Abb. 5.3). Der Normaleneinheitsvektor ny des Randsegments ergibt
sich im Falle von nur einer raumlichen Dimension unmittelbar aus der Richtung dieser einzi-
gen Dimension und zeigt in das SPH-Rechengebiet Q hinein.!? Im Falle von zwei riumlichen
Dimensionen steht der Normaleneinheitsvektor normal zu dem Liniensegment, liegt innerhalb
der Ebene des SPH-Rechengebiets  und zeigt ebenfalls in das SPH-Rechengebiet Q hinein

2Die Richtung des Normaleneinheitsvektors wird an dieser Stelle entgegen der iiblicherweise angewendeten
Konvention eines aus dem Kontrollvolumen herauszeigenden Normaleneinheitsvektors definiert.
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(vgl. Abb. 5.3). Um eine Flachenreprésentation des Randsegments auch im Falle von weniger
als drei raumlichen Dimensionen zu gewihrleisten, wird das Segment in die entsprechend feh-
lenden rdumlichen Dimensionen um einen Referenzpartikelabstand r¢ extrudiert. Dazu wird
ein lokales kartesisches Koordinatensystem R mit den Komponenten (&, 1715, 172,5) an der
Position r; definiert, wobei der Einheitsvektor der Komponente &; in Richtung des Norma-
leneinheitsvektors ng zeigt (vgl. Abb. 5.3). Die Einheitsvektoren der restlichen Komponenten
n1.s und 772 ¢ liegen innerhalb der Ebene des Flichensegments. Im Falle einer rdumlichen Di-
mension ist die Orientierung dieser riumlichen Dimensionen willkiirlich und ohne Einfluss auf
das Simulationsergebnis. Im Falle von zwei rdumlichen Dimensionen wird der Einheitsvektor
der Komponente 771 5 in Richtung des entsprechenden Liniensegments gerichtet (vgl. Abb. 5.3).
Die zuvor angesprochene Extrusion wird demnach im Falle einer rdumlichen Dimension in die
Richtungen 71 s und 7, ¢ durchgefiihrt und der Flicheninhalt entspricht Ay = rrzef. Im Falle von
zwei raumlichen Dimensionen wird die Extrusion nur in die Richtung von 775 ¢ durchgefiihrt und
der Flacheninhalt ergibt sich demnach zu Ay = [r.f, wobei [; die Lange des Liniensegments
ist.

5.2.2 Abgrenzung zwischen offenen und gekoppelten Réandern

Im letzten Abschnitt wurde das Randsegment s hinsichtlich dessen geometrischer Eigenschaf-
ten spezifiziert. Fiir die vollstandige Charakterisierung des Randsegments s ist auferdem
die Definition des Zustandsvektors X des Randsegments notwendig. Dieser Zustandsvektor
X; = [ps, ui]7 besteht aus dem Fluiddruck p; und der Fluidgeschwindigkeit ug und ist der
Position rg zugeordnet. Diese Zustandsbeschreibung gilt sowohl fiir offene als auch fiir gekop-
pelte Randbedingungen. Jedoch unterscheidet sich sowohl der Zweck fiir die Bereitstellung als
auch die Methode zur Berechnung dieses Zustands grundlegend zwischen der Anwendung auf
gekoppelte und einfache offene Rénder.

Im Falle von gekoppelten Rindern ist sowohl der Stromungszustand innerhalb als auch au3erhalb
des SPH-Rechengebiets € bekannt. Der Stromungszustand auBlerhalb des SPH-Rechengebiets,
also innerhalb des Geistergebiets €,, wird liber den Stromungszustand des FV-Rechengebiets
bestimmt. Um das zeitliche Fortschreiten der Stromungsvariablen im SPH- als auch im FV-
Rechengebiet zu bestimmen, sind ebenfalls Verfahren denkbar, bei denen kein Zustandsvektor
am Rand notwendig ist. In Abschnitt 5.1 wurde jedoch erldutert, dass die Zustandsbeschrei-
bung direkt am Rand vorteilhaft ist, um erstens die Abweichung vom Massengleichgewicht
zwischen den beiden Rechengebieten zu minimieren und zweitens den etablierten Ansatz zur
Aufpriagung von Randbedingungen direkt am Rand ohne Geisterzellen bei der FV-Methode
zu realisieren. Prinzipiell konnte der Stromungszustand des Rands auch {iiber eine Interpolati-
on zwischen den Volumenelementen der beiden gekoppelten Rechengebiete bestimmt werden.
Hierfiir wire jedoch eine iterative Berechnung der Stromungszustiinde der Rechengebiete oder
eine direkte Kopplung der Stromungsgleichungen des SPH- und des FV-Verfahrens iiber ein
gekoppeltes Gleichungssystem notwendig. Die zuerst genannte Alternative wird aufgrund einer
signifikanten Erhohung der Rechenzeit nicht in Betracht gezogen. Die zuletzt genannte Alterna-
tive ist nicht umsetzbar, da die Losungsverfahren der SPH- und der FV-Methode grundsitzlich
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unterschiedlich sind. Somit muss der Randzustand auf Basis einer zeitlichen Integration der
Stromungsgleichungen bestimmt werden. Fiir die Diskretisierung der Stromungsgleichungen
wird in dieser Arbeit die SPH-Methode verwendet. Da der Stromungszustand bei gekoppel-
ten Réndern iiber die Partikel des SPH-Rechengebiets € und die Geisterpartikel innerhalb des
FV-Rechengebiets auf beiden Seiten des Rands bekannt ist, ist die zeitliche Integration des
Zustandsvektors X trivial und kann prinzipiell dquivalent zu der zeitlichen Integration der
Stromungszustdnde der Partikel des Rechengebiets €2 durchgefiihrt werden.

Bei einfachen offenen Rindern (ohne Kopplung) ist die Bestimmung des Stromungszustands
des Rands nicht trivial. Dieser Fall grenzt sich gegeniiber dem gekoppelten Fall durch das Fehlen
der Zustandsinformation auB3erhalb des SPH-Rechengebiets €2, also innerhalb des Geistergebiets
,, ab. In diesem Fall miissen Randbedingungen spezifiziert werden, die das gewiinschte phy-
sikalische Verhalten der Stromung an den Réndern beschreiben. Diese Bedingungen werden
tiblicherweise direkt am Rand 0€2 und nicht an einem extrudierten Geistergebiet €, definiert.
Demnach ist im Falle von einfachen offenen Réindern die Behandlung des Stromungszustands
am Gebietsrand 0€2, im Gegensatz zu dem Fall von gekoppelten Réandern, zwingend notwen-
dig. Durch eine geschickte Definition dieser Randbedingungen wird angestrebt, eine moglichst
gute Ubereinstimmung zwischen der berechneten Stromungsdynamik und dem Verhalten des
realen Systems zu erreichen. Es wird ein Teil der Stromungsvariablen am Rand als bekannt
angenommen (z. B. die Geschwindigkeitskomponenten an einem Einflussrand oder der Druck
an einem Ausflussrand). Diese Art der Randbedingung ist somit eine Dirichlet-Randbedingung.
Es ist nicht praktikabel, alle Stromungsgrofen als Dirichlet-Randbedingung vorzugeben. Jedoch
erfordert die numerische Methode, dass genauso viele unabhédngige Randbedingungen aufge-
priagt werden wie es zu losende Gleichungen gibt. Daher werden tiblicherweise zuséitzlich von
Neumann-Randbedingungen herangezogen. Poinsot und Veynante (2011) bezeichnen diese Art
der Randbedingung als ,,numerische* Randbedingung, iiber die lediglich die Anforderung der
numerischen Methode erfiillt werden soll. Poinsot und Veynante (2011) argumentieren, dass die-
se Art der Randbedingung daher in vielen Fallen nicht als physikalisch korrekt anzusehen ist, und
dass die Stromungsvariablen am Rand ebenso wie innerhalb des Rechengebiets entsprechend
den Stromungsgleichungen und nicht auf Grundlage von Extrapolationen des Rechengebiets
beschrieben werden sollten. Aus diesem Grund werden die Stromungsgleichungen in der vorlie-
genden Arbeit auch im Falle von einfachen offenen Réndern am Rand angewendet. Anders als
bei gekoppelten Randbedingungen miissen dabei allerdings die spezifizierten Randbedingungen
(z. B. Dirichlet-Randbedingungen) berticksichtigt werden. Zu diesem Zweck wird das sogenann-
te Navier-Stokes-Characteristic-Boundary-Conditions(NSCBC)-Verfahren (Poinsot und Lelef,
1992) herangezogen.

Bei dem NSCBC-Verfahren wird eine spezielle Form der Erhaltungsgleichungen verwendet,
die in Abschnitt 5.2.3 erlautert wird. Diese Erhaltungsgleichungen werden in Kombination mit
Randbedingungen, die in Abschnitt 5.2.4 erklért werden, zur Definition des Stromungszustands
an offenen Rindern genutzt. Diese Formulierung der Erhaltungsgleichungen ldsst sich auch im
Falle gekoppelter Rinder anwenden, wie in Abschnitt 5.2.5 erldautert wird.
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5.2.3 Die NSCBC-Methode

Die NSCBC-Methode basiert auf dem Local-One-Dimensional-Inviscid(LODI)-Verfahren nach
Thompson (1987), bei dem charakteristische Randbedingungen definiert werden. Bei dem
LODI-Ansatz werden die Stromungsgleichungen umgeschrieben, um den Informationstransfer,
der durch die partiellen Differentialgleichungen beschrieben wird, in bestimmte charakteristi-
sche Richtungen zu zerlegen. Zu diesem Zweck werden Kurven in einem Raum-Zeit-Diagramm
bestimmt, die Charakteristiken genannt werden. Entlang dieser Charakteristiken sind gewisse
Ausdriicke, die von den Strdmungsvariablen abhiingig sind, konstant. Uber diese Zerlegung
lasst sich feststellen, welche Informationen das Rechengebiet 2 durch den Rand 0Q verlassen
und welche Informationen durch diesen Rand in das Rechengebiet eingetragen werden. Die
Zerlegung ldsst sich nur fiir Differentialgleichungen durchfiihren, die hyperbolisch sind und
ausschlielich partielle Ableitungen nach einer einzigen Raumrichtung enthalten. Z. B. trifft
dies auf die eindimensionalen Euler-Gleichungen zu. Die Stromungsgleichungen in der vorlie-
genden Arbeit, die Navier-Stokes-Gleichungen, sind aufgrund der viskosen Terme nicht rein
hyperbolisch und enthalten partielle Ableitungen nach mehreren Raumrichtungen. Die zuvor
erlauterte Zerlegung lésst sich somit nicht direkt auf die Navier-Stokes-Gleichungen anwenden.
Bei der NSCBC-Methode wird daher die zeitliche Anderungsrate des Zustandsvektors in meh-
rere Anteile zerlegt. Ein Anteil reprisentiert die Anderungsrate gemi dem LODI-Ansatz. Uber
die iibrigen Anteile werden Korrekturen fiir die im ersten Anteil vernachlédssigten Diffusions-
terme und Ortsableitungen nach zum Rand tangentialen Raumrichtungen beriicksichtigt. Die
Zerlegung wird ausfiihrlich in Anhang A.1 erldutert. Als Ergebnis dieser Zerlegung resultiert
die folgende Gleichung zur Beschreibung der zeitlichen Anderungsrate des Zustandsvektors

Xs = [Ps, u;I']T:

IX ISV ¢

= __T. R- - D .. —A-V-F 5.1

o ( L ; o, ) dz 5.1
—— —_—— —_———

LODI-Ansatz  Tangentiale Raumrichtungen Diffusiver Anteil

Der Index ,,s* des Randsegments wird zum Zwecke einer besseren Ubersichtlichkeit in GI. 5.1
und den nachfolgenden Ausfiihrungen nicht weiter aufgefiihrt. Der Ursprung von Gl. 5.1 liegt
in der Matrizenschreibweise der Erhaltungsgleichungen. Dabei werden die konservativen Stro-
mungsgroBen zu einem konservativen Zustandsvektor Z = [p, puT]|T zusammengefasst. Der
letzte Term in Gl. 5.1 reprisentiert liber den Flussvektor F; 7 = [Fd,(p:] , Fd’(pzu] den diffusiven
Anteil der Erhaltungsgleichungen. Die Anteile Fy 4-1 und Fy ¢-u des diffusiven Flussvektors
wurden in Kapitel 3 erldutert. Die Grofe A ist die Jacobi-Matrix, die zur Transformation von
Ableitungen des konservativen Zustandsvektors Z in Ableitungen des primitiven Zustandsvek-
tors X angewendet wird. Der Klammerterm in Gl. 5.1 reprisentiert den konvektiven Anteil
der Anderungsrate des primitiven Zustandsvektors. Die Ableitungen und Zustandsvektoren sind
dabei in dem lokalen Koordinatensystem R’ definiert. Dies wird iiber den Apostroph an den
jeweiligen GroBen gekennzeichnet. Uber den zweiten Term in der Klammer werden Ortsablei-
tungen des Zustandsvektors nach den zum Randsegment s tangentialen Raumrichtungen n;
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beriicksichtigt. Die Matrizen D;“. bestehen aus der Jacobi-Matrix A’ sowie aus Ableitungen
konvektiver Terme der Erhaltungsgleichungen nach dem Zustandsvektor X’. Uber die Matrix T
wird eine Transformation des Klammerterms vom lokalen Koordinatensystem R’ in das globale
Koordinatensystem R durchgefiihrt. Der erste Term in der Klammer repréisentiert den iiber den

LODI-Ansatz berechneten Anteil X

dt |,.¢

=-R- L (5.2)

der Anderungsrate des Zustandsvektors X’ im lokalen Koordinatensystem R’. Uber den Index
,»C, £41n Gl. 5.2 wird gekennzeichnet, dass bei der zeitlichen Ableitung nur konvektive Fliisse und
nur Ortsableitungen nach der Raumrichtung & beriicksichtigt werden. Die Matrix R entspricht
dem Zeilenvektor der rechten Eigenvektoren der Matrix D’,, die analog zu den Matrizen D;”. fiir
die zum Randsegment s orthogonale Raumrichtung & definiert ist. Der Vektor £ ist wie folgt
definiert:
) oxX’

L= [‘Ll, cee £”+1]T mit L,' = /l,‘l,‘ . 8—§ (53)
Die Komponenten £; des Vektors £ werden als Variationen der Wellenamplituden bezeichnet.
Sie sind als Terme der Eigenwerte A; der Matrix D‘:c, der dazugehorigen linken Eigenvektoren 1;
und der Ableitungen des Zustandsvektors nach der zum Randsegment orthogonalen Raumrich-
tung definiert. Wie in Anhang A.1 erldutert wird, ergeben sich aus Gl. 5.2 und Gl. 5.3 fiir die

hier behandelten Stromungsgleichungen n + 1 charakteristische Gleichungen:

oxX’

oxX’
/l.
ot T

c,é ‘ aé:

=0 mit ie{l,...,n+1} (5.4)

i

GemiB Gl. 5.4 ist das Skalarprodukt I; - dX’/dr aus dem linken Eigenvektor 1;, der zu dem
Eigenwert A; gehort, und der substantiellen Ableitung des Zustandsvektors X’ entlang der cha-
rakteristischen Kurve d¢ /dr = A; konstant. Die charakteristische Kurve wird durch den Eigenwert
A; vorgeschrieben. Uber diese Schreibweise wird zwischen Informationen (bzw. Ausdriicken des
Zustandsvektors), die in das Rechengebiet eintreten (positiver Eigenwert 4; > 0) und aus dem
Rechengebiet austreten (negativer Eigenwert A; < 0), unterschieden. Wie in Anhang A.1 erlidu-
tert wird, ergeben sich fiir die ersten zwei Eigenwerte die Ausdriicke 41 = ug+cund Ay = ug —c.
Fiir jede transversale Geschwindigkeitskomponente u,; mit [ € {1, ... , n — 1} ergibt sich
ein weiterer Eigenwert Ay4; = ug. Aufgrund der Einschriankung auf subsonische Stromungen
ist die Schallgeschwindigkeit ¢ stets groer als die Komponente us der Fluidgeschwindigkeit.
Dabher ist der Eigenwert A1 = ug + ¢ stets groBer als null und ist somit einer in das Rechengebiet
eintretenden Welle zugeordnet. Im Gegensatz dazu ist der Eigenwert Ay = ugs — c stets kleiner
als null und somit einer aus dem Rechengebiet austretenden Welle zugeordnet. Die Wellen, die
den Eigenwerten Ay = ug mit/ € {1, ..., n—1} zugeordnet sind, konnen je nach Vorzeichen
der Komponente u, der Fluidgeschwindigkeit entweder in das Rechengebiet eintreten (ug > 0,
Einstromrand) oder austreten (ug < 0, Ausstromrand).

Uber Gl. 5.2 und GI. 5.4 wird demnach der Informationstransfer in Normalenrichtung zum
Randsegment geméll des LODI-Ansatzes beschrieben. Diese Gleichungen werden zum einen
verwendet, um Randbedingungen fiir offene Rander zu formulieren. Dies wird in Abschnitt 5.2.4
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erldutert. Zum anderen konnen die genannten Gleichungen auch im Falle von gekoppelten Rén-
dern zur Bestimmung des Randzustands angewendet werden. In diesem Fall werden allerdings,
anders als bei einfachen offenen Réndern, keine zusétzlichen Randbedingungen benétigt. Dies
wird in Abschnitt 5.2.5 erldutert. Sowohl fiir offene als auch fiir gekoppelte Rinder wird schliel3-
lich GIl. 5.1 angewendet, um die im LODI-Ansatz vernachlissigten Terme zu beriicksichtigen.
Die grundsitzliche Architektur des Verfahrens zur Berechnung des Randzustands ist zwischen
offenen und gekoppelten Rindern einheitlich.

5.2.4 Definition von Randbedingungen an offenen Randern

In diesem Abschnitt wird dargelegt, wie Randbedingungen fiir offene Rénder unter Anwendung
von GI. 5.2 aufgepridgt werden konnen. Hierfiir ist es sinnvoll, dieses Differentialgleichungssys-
tem in die Gleichungen fiir die einzelnen Komponenten des Zustandsvektors X' = [p, u'T]T zu
zerlegen. Durch Einsetzen von Gl. 5.3 in GI. 5.2 sowie unter Berticksichtigung der in Abschnitt
5.2.3 genannten Eigenwerte A; und der in Anhang A.1 definierten Matrix L bzw. R fiir die linken
bzw. rechten Eigenvektoren I; bzw. r; (vgl. Gl. A.17 bzw. Gl. A.18) ergeben sich die folgenden
Gleichungen:

op| 1
o, ~ 3 (L1 +L2) (5.5)
Bu,g 1
—| = (L1 - L) (5.6)
ot | ¢ 2pc
0
o = _L2+l mit [ € {1, NN 1} (57)
ot &

Die Variationen der Wellenamplituden £; lassen sich geméf Gl. 5.3 und unter Beriicksichtigung
der in Anhang A.1 definierten linken Eigenvektoren (vgl. Gl. A.17) wie folgt definieren:

_ ap al/tg
£1—/ll(a§+pca§) (5.8)
_ (9p 8u§
LZ = /12 (% - pCE) (59)
Ouy, )
Loy = Aoy P mit [€{l,...,n-1} (5.10)

Wie bereits dargelegt wurde, werden die Wellen, die durch einen negativen Eigenwert A; cha-
rakterisiert sind, aus dem Rechengebiet heraus advektiert. In diesem Fall konnen die partiellen
Ableitungen in den Definitionen der zugehorigen Variationen der Wellenamplituden £; ba-
sierend auf den Informationen des Rechengebiets bestimmt werden. Aufgrund des Eigenwerts
Ay = ug — c gilt dies bei Unterschallstromungen fiir die Komponente £,. AuBerdem gilt dies
fiir die Komponenten £;,; im Falle eines Ausstromrands (d24; < 0). Auf der anderen Seite
wird die Komponente £ im Falle von Unterschallstromungen aufgrund des positiven Eigen-
werts A1 = ug + ¢ nicht liber die Informationen des Rechengebiets bestimmt. Die zugehorige
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Welle wird in diesem Falle in das Rechengebiet hinein advektiert. Dies gilt ebenfalls im Falle
eines Einstromrands (d24; > 0) fiir die Komponenten £L;,;. In Abb. 5.3 ist der zuvor erliduterte
Sachverhalt fiir einen Ausstromzustand am Randsegment s dargestellt.

Um die zeitlichen Anderungsraten in Gl. 5.5, Gl. 5.6 und GI. 5.7 zu berechnen, miissen al-
le Variationen der Wellenamplituden £; bekannt sein. Hierzu werden die Randbedingungen
nachfolgend auf konsistente Weise beriicksichtigt, um die Komponenten £; zu definieren, die
nicht auf Basis von Informationen des Rechengebiets bestimmt werden konnen. Im Falle eines
Einstromrands (1»4; > 0) miissen die zeitlichen Anderungsraten (und entsprechende Anfangs-
werte) der transversalen Geschwindigkeitskomponenten u,, ; vorgegeben werden. Dies entspricht
einer Dirichlet-Randbedingung. Fiir den Fall einer am Rand zeitlich konstanten Geschwindig-
keitskomponente u,; ist die Variation der Wellenamplitude L5,; gemiB GI. 5.7 gleich null.
Die Komponente £ ist immer einem positiven Eigenwert A1 = ug + ¢ zugeordnet und muss
somit iiber eine weitere Randbedingung bestimmt werden. Die Komponenten £; und £, sind
auBerdem jeweils tiber Gl. 5.5 und GI. 5.6 miteinander gekoppelt. Sowohl die zeitliche Varia-
tion des Fluiddrucks p als auch die der Komponente u; der Fluidgeschwindigkeit normal zum
Randsegment werden somit durch die Superposition dieser beiden Variationen der Wellenam-
plituden bestimmt. Durch die Wahl der Komponente £ wird vorgegeben, in welchem Ausmalf}
die aus dem Rechengebiet eintreffenden Wellen am Randsegment reflektiert werden. Der Re-
flexionskoeffizient des Randsegments ist durch den folgenden Ausdruck gegeben (Selle et al.,

2004):
L

L
Ein Betrag des Reflexionskoeffizienten von |R| = 0 wiirde bedeuten, dass der Rand fiir al-
le aus dem Rechengebiet eintreffenden Wellen durchlissig ist. Dies wiirde einer Komponente
L = ON/(m?s) entsprechen. Physikalisch bedeutet dies, dass den Rand keine Wellen bzw.
Informationen von auflerhalb des Rechengebiets erreichen und der Randzustand nur durch die
Informationen des Rechengebiets verdndert werden kann. Im Gegensatz dazu ergibt sich ein
vollstindig reflektierender Rand fiir einen Betrag des Reflexionskoeffizienten von |R| = 1. In
diesem Falle werden alle aus dem Rechengebiet eintreffenden Wellen vollstindig reflektiert. Die-

R 5.11)

ses Verhalten des Rands kann durch zwei unterschiedliche Randbedingungen erreicht werden: 1)
eine Dirichlet-Randbedingung des Fluiddrucks p, wodurch dp/dt = ON/(m?s) und £; = —L»
gilt (vgl. Gl. 5.5), oder 2) eine Dirichlet-Randbedingung fiir die Komponente u; der Fluidge-
schwindigkeit, wodurch dug/dt = Om/ s> und £; = £, gilt (vgl. Gl. 5.6). Ein intermediires
Reflexionsverhalten des Randsegments kann ebenfalls durch die Anwendung nichtrefiektieren-
der Randbedingungen erreicht werden. Dieser Ansatz wird in Anhang A.6 untersucht.

Mit dem in diesem Abschnitt dargelegten Vorgehen zur Definition der Variationen der Wel-
lenamplituden £; kann der Anteil des LODI-Ansatzes an den zeitlichen Anderungsraten der
Komponenten des Zustandsvektors X’ gemaf} Gl. 5.5, Gl. 5.6 und Gl. 5.7 berechnet werden.
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5.2.5 Ubertragung auf gekoppelte Réander

In Abschnitt 5.2.3 wurde die NSCBC-Methode eingefiihrt. Wie in Abschnitt 5.2.3 erldutert
wurde, wird bei dieser Methode der LODI-Ansatz verwendet, um den Informationstransfer in
entsprechend iiber das Randsegment eintretende und austretende Wellen zu zerlegen. Fiir eine
durch den Rand aus dem SPH-Rechengebiet austretende Welle (negativer Eigenwert) wird die
Variation der Wellenamplitude iiber Gl. 5.8, Gl. 5.9 oder Gl. 5.10 bestimmt. Fiir eine durch den
Rand in das SPH-Rechengebiet eintretende Welle (positiver Eigenwert) muss im Falle einfacher
offener Rénder eine zusitzliche Randbedingung beriicksichtigt werden, um die Variation der
Wellenamplitude zu bestimmen (vgl. Abschnitt 5.2.4).

Im Gegensatz dazu sind im Falle von gekoppelten Réandern alle Informationen iiber die in das
SPH-Rechengebiet eintretenden Wellen (positiver Eigenwert) auf Grundlage des Stromungsfelds
des FV-Rechengebiets verfiigbar. Daher konnen im Falle gekoppelter Rédnder unabhéngig von
der Ausbreitungsrichtung der Wellen alle Variationen der Wellenamplituden gema8 Gl. 5.8, Gl.
5.9 oder GI. 5.10 bestimmt werden. Der fiir einfache offene Rinder entwickelte Ansatz wird also
ohne Einschriankungen auf den Fall eines gekoppelten Rands iibertragen.

5.2.6 Anwendung der NSCBC-Methode in der SPH-Methode

In den vorangegangenen Abschnitten wurden das Vorgehen und die Gleichungen zur Berech-
nung der zeitlichen Anderungsraten des Zustandsvektors X des Randsegments s im Falle offener
sowie gekoppelter Randbedingungen definiert. Wie zuvor erldutert wurde, soll dieser Zustands-
vektor unter Anwendung der SPH-Methode berechnet werden. Somit miissen die entsprechenden
zeitlichen und rdaumlichen Diskretisierungen der Gl. 5.1 definiert werden.

Die zeitliche Diskretisierung wird, wie in Abschnitt 4.7 fiir den Fall der Partikel des internen
Rechengebiets bereits erldautert wurde, iiber ein explizites Euler-Zeitschrittverfahren mit der
Konsistenzordnung 1 realisiert:

tv+l

X+l v
/ dX, = X" - XV = / a;j‘ dr ~ [a;i‘] ot (5.12)
X

v v
s t

In GI. 5.12 kennzeichnet das hochgestellte Symbol v bzw. v + 1, dass es sich um Gréen des
v-ten Zeitpunkts bzw. um dessen nachfolgenden Zeitpunkt handelt. Die GroBe 6t = "*! —¢" ist
die Zeitschrittweite des v-ten Zeitpunkts. Um die Stabilitit des numerischen Verfahrens zu ge-
wihrleisten, werden die Randsegmente ebenfalls in den in Abschnitt 4.7 erlduterten Gleichungen
(vgl. Gl. 4.82) zur Bestimmung der Zeitschrittweite ¢t beriicksichtigt.

Gl. 5.1, die zur Berechnung der zeitlichen Anderungsrate 9X/dt des Zustandsvektors des Rand-
segments s angewendet wird, wird an dieser Stelle als Definition zum Zeitpunkt v wiederholt:

v n—1 v
oXs| v ey " 19). ¢
[ ot ] = _Ts : Rs : Ls + lzzl Dn,i,s ’ am S

-AY-V. F;,Z,s (5.13)
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Die mit der SPH-Methode zu diskretisierenden Ortsableitungen beziehen sich zum einen auf
die Divergenz V - F; 7 ¢ der Matrix der diffusiven Flussvektoren F; 7 = [Fd,¢:1,s, Fio-u, s].
Dieser Divergenzterm enthélt den Viskositétsterm der Impulsgleichung (vgl. Gl. 3.20) sowie den
kiinstlichen Dichtediffusionsterm der Kontinuitétsgleichung (vgl. Abschnitt 4.4.3). Beide Terme
werden analog zu den bereits bei den Differentialgleichungen der Partikel des Rechengebiets
eingefiihrten SPH-Operatoren diskretisiert (vgl. Gl. 4.77 und GI. 4.80). Sowohl die Partikel
des Rechengebiets als auch die Partikel des Geistergebiets werden bei der Anwendung dieser
SPH-Operatoren beriicksichtigt. Dieses Vorgehen wird sowohl fiir offene als auch gekoppelte
Rénder verfolgt.

Zum anderen beziehen sich die zu diskretisierenden Ortsableitungen auf den Gradienten des
Zustandsvektors (V' ® X’)T. Die Anteile dieses Gradienten, die sich auf die innerhalb der Ebene
des Randsegments s liegenden Koordinatenrichtungen 7; s mit / € {1, ... , n — 1} beziehen,
werden iiber den zweiten Term in der Klammer in Gl. 5.13 beriicksichtigt. Der Anteil des
Gradienten, der sich auf die Koordinatenrichtung &5 normal zum Randsegment s bezieht, ist tiber
die Komponenten des Vektors der Variationen der Wellenamplituden L (vgl. Gl. 5.8, GI. 5.9
und GI. 5.10) beriicksichtigt. Bei der praktischen Umsetzung im Simulationsprogramm wird der
Gradient (V ® X)T des im globalen Koordinatensystem R definierten Zustandsvektors X mittels
der SPH-Methode berechnet und anschliefend mittels einer Koordinatentransformation unter
Anwendung der Matrix Ty (vgl. Gl. A.5) in den im lokalen Koordinatensystem R’, definierten
Gradienten (V' ® X’)T umgewandelt. Der Gradient des Zustandsvektors (V ® X)T lasst sich in
die Gradienten des Fluiddrucks Vp und der Fluidgeschwindigkeit (V ® u)T zerlegen, fiir deren
Diskretisierung Gl. 4.12 und Gl. 4.13 herangezogen werden:

[Vpl, = Y Vops Vsiva (5.14)
b

[(VeuwTl = Viu,® Vi, (5.15)
b

Bei der Definition dieser SPH-Operatoren wird der korrigierte Kernel-Gradient VW (vgl.
Abschnitt 4.4.1) angewendet, da speziell am Rand eine vergleichsweise inhomogene rdumliche
Verteilung der Partikel auftreten kann.

Nachfolgend wird erldutert, welche Partikelgruppen bei der Berechnung der SPH-Operatoren in
Gl. 5.14 und Gl. 5.15 herangezogen werden sollen. Im Falle von einfachen offenen Randbedin-
gungen wurde bereits in Abschnitt 5.2.4 erlautert, dass die Informationen iiber den Zustandsvek-
tor X; und somit iiber die Stromungsvariablen p; und u; nur innerhalb des SPH-Rechengebiets
vorliegen. Demnach miisste die Berechnung einseitiger Gradienten unter Beriicksichtigung der
Partikel des SPH-Rechengebiets, und nicht der Geisterpartikel, durchgefiihrt werden. Im Zuge
dieser Arbeit wurde jedoch festgestellt, dass die Berechnung einseitiger Gradienten selbst unter
Anwendung des korrigierten Kernel-Gradienten zu unbefriedigenden Ergebnissen hinsichtlich
der Genauigkeit und der Stabilitidt der Methode fiihrt. Daher werden diese Gradienten in die-
ser Arbeit ebenfalls unter Beriicksichtigung der Partikel des Geistergebiets berechnet. Um eine
korrekte Reprisentation des Gradienten des internen Rechengebiets am Randsegment zu ge-
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wihrleisten, miissen die Werte der Partikel des Geistergebiets entsprechend diesen Gradienten
widerspiegeln. Die Methode zur Erreichung dieses Ziels wird im néichsten Abschnitt erlidutert.

Um eine Konsistenz zwischen den Stromungsvariablen der Partikel des Rechengebiets und
der Randsegmente zu wahren, miissen die Operatoren zur Berechnung der Gradienten der
Stromungsvariablen an Partikeln und Randsegmenten dieselben Stiitzstellen beriicksichtigen.
Sowohl im Falle offener als auch gekoppelter Rander werden die SPH-Operatoren fiir die
Partikel des Rechengebiets unter Einbeziehung der Partikel des Geistergebiets berechnet. Dies
muss daher auch fiir die Operatoren in GI. 5.14 und GI. 5.15 beachtet werden. Aus diesem Grund
werden die Gradienten geméal} Gl. 5.14 und GI. 5.15 auch im Falle gekoppelter Randbedingungen
sowohl fiir in das SPH-Rechengebiet eintretende als auch aus dem SPH-Rechengebiet austretende
Wellen unter Einbeziehung der Partikel des Geistergebiets berechnet. Die fiir die Berechnung
der Variationen der Wellenamplituden £ und £, in GI. 5.8 und GI. 5.9 verwendeten Gradienten
sind somit identisch.

In diesem Abschnitt wurde das Verfahren zur Berechnung des Stromungszustands der Randseg-
mente definiert. Dieser Stromungszustand wird in Abschnitt 5.4 sowohl fiir einfache offene als
auch gekoppelte Rinder verwendet, um die Massendnderung randnaher Partikel zu berechnen.
Im Falle gekoppelter Rander wird der Stromungszustand der Randsegmente auB3erdem auf die
Flachenelemente des FV-Rechengebiets aufgeprigt. Im Falle einfacher offener Ridnder wird der
Stromungszustand der Randsegmente zur Bestimmung der Stromungszustinde der Geisterpar-
tikel genutzt. Dieser Ansatz wird im nédchsten Abschnitt erlidutert.

5.3 Zustandsbeschreibung der Geisterpartikel

Bei dem vorliegenden SPH-Verfahren muss das Einflussgebiet des Kernels vollstindig mit Parti-
keln besetzt sein. Sowohl fiir Partikel innerhalb des randnahen Bereichs des SPH-Rechengebiets
Q als auch fiir die Randsegmente des Rands 0Q ist diese Bedingung nicht ohne Weiteres erfiillt.
Daher miissen Geisterpartikel eingefiihrt werden, die den randnahen Bereich €, auBerhalb des
SPH-Rechengebiets € besetzen. Wird ein Geisterpartikel von dem Einflussgebiet des Kernels
eines Partikels des SPH-Rechengebiets Q oder eines Randsegments des Rands 0€2 umschlossen,
wird es bei der Berechnung der entsprechenden SPH-Operatoren mit einbezogen. Wie bereits
in Abschnitt 5.1 erlautert wurde, werden in dieser Arbeit statische Geisterpartikel verwendet.
Diese konnen vor der Simulation in Form eines Pre-Processing-Schritts generiert werden und
bieten eine hohe Flexibilitit hinsichtlich der Randgeometrie. Auerdem ist die rdumliche Ver-
teilung der Geisterpartikel von der Komplexitit des lokalen Stromungsfelds unbeeinflusst, da
die Geisterpartikel nicht advektiert werden. Es konnen somit keine inhomogenen rdumlichen
Verteilungen der Partikel innerhalb des Geistergebiets Q, entstehen. Dies ist eine wichtige Ei-
genschaft, da das vorliegende Verfahren insbesondere im Falle von gekoppelten Rindern fiir
beliebig komplexe Stromungsfelder anwendbar sein muss.

In diesem Abschnitt wird das Verfahren zur Berechnung des Zustandsvektors X, = [p,, ug |’
eines Geisterpartikels g des Gebiets Q, erldutert. Der Stromungszustand der Geisterpartikel
ergibt sich zum Zeitpunkt v sowohl im Falle gekoppelter als auch im Falle offener Réander unmit-
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telbar aus den zum selben Zeitpunkt v bekannten Stromungszustinden der umgebenden aktiven
Stiitzstellen. Zu diesen aktiven Stiitzstellen zdhlen die Partikel des SPH-Rechengebiets €2, die
Zellen des FV-Rechengebiets sowie die Randsegmente des Rands 0€2. Daher werden Geisterpar-
tikel als passive Stiitzstellen angesehen. Das bedeutet, dass die Stromungsgleichungen an diesen
Partikeln nicht gelost werden. Zur Berechnung der Stromungsgleichungen und folglich zum Fort-
schreiten der Stromungszustinde der Partikel des SPH-Rechengebiets €2 und der Randsegmente
des Rands 02 zum néchsten Zeitpunkt v + 1 miissen die Stromungszustdnde der Geisterpartikel
zum Zeitpunkt v bekannt sein. Bei der praktischen Implementierung des Losungsverfahrens
werden daher die Stromungszustiinde der aktiven Stiitzstellen zum Zeitpunkt v + 1 am Ende des
Zeitschritts v — v + 1 genutzt, um den Stromungszustand der Geisterpartikel zum Zeitpunkt
v+ 1 zu berechnen. Dieser Stromungszustand steht demnach zu Beginn des niachsten Zeitschritts
v+ 1 — v+ 2 zur Berechnung der Stromungsgleichungen der Partikel des Rechengebiets und
der Randsegmente zur Verfiigung. Zur Realisierung dieses Vorgehens muss in diesem Abschnitt
folglich das Verfahren zur Berechnung des Zustandsvektors X, = [ Pg> Ug ] T des Geisterpar-
tikels g basierend auf den Stromungszustinden der aktiven Stiitzstellen definiert werden. Die
Methode zur Berechnung dieses Zustandsvektors unterscheidet sich zwischen dem Fall eines
offenen und eines gekoppelten Rands. In Abschnitt 5.3.1 bzw. Abschnitt 5.3.2 wird die Methode
zur Berechnung des Zustandsvektors an einfachen offenen bzw. gekoppelten Rindern erlédutert.
Die Berechnungsmethode zur Bestimmung des Zustandsvektors unterscheidet sich zwischen
diesen beiden Fillen lediglich dadurch, dass im Falle einfacher offener Rénder eine Extrapola-
tion der Stromungszustdnde der Randsegmente und bei gekoppelten Rindern eine Interpolation
der Stromungszustinde der FV-Zellen durchgefiihrt wird. Die grundséitzliche Architektur des
Verfahrens ist fiir beide Fille identisch.

5.3.1 Zustandsbeschreibung fiir offene Rander

Bei der Berechnung des Zustandsvektors eines Geisterpartikels eines einfachen offenen Rands
besteht die Problematik, dass der Stromungszustand des Gebiets, in dem sich dieses Geister-
partikel befindet, nicht bekannt ist. Daher muss der Strémungszustand des Geisterpartikels von
den Stromungszustinden der Partikel des SPH-Rechengebiets und der Randsegmente extrapo-
liert werden. Die Geisterpartikel sind in diesem Fall als Hilfsmittel anzusehen, um die an den
Randsegmenten definierten Stromungszustinde auf eine moglichst konsistente Weise bei der
Berechnung der SPH-Operatoren der Partikel des SPH-Rechengebiets aufzuprégen.

Wie in Abschnitt 5.2 erldutert wurde, werden in dem vorliegenden Verfahren keine sogenannten
,2numerischen* Randbedingungen verwendet, bei denen z. B. der Gradient einer Stromungsva-
riable am Rand zu null gesetzt wird. Alle Stromungsvariablen sind am Rand durch die Losung
der Erhaltungsgleichungen oder direkt als Dirichlet-Randbedingung vorgegeben. Dies bedeutet,
dass sich prinzipiell fiir jede Stromungsvariable beliebige Gradienten am Rand einstellen kon-
nen. Uber diese Gradienten bestimmen sich die numerischen Fliisse, die zwischen dem Rand und
einem Partikel des SPH-Rechengebiets ausgetauscht werden. Um diese Fliisse auf eine moglichst
konsistente Weise zu berechnen, ist es folglich wichtig, dass eine konsistente Berechnung des
Gradienten einer Stromungsvariable an einem randnahen Partikel mit den Stromungszustinden



96 Entwicklung eines neuen Verfahrens fiir offene und gekoppelte Randbedingungen

der Geisterpartikel ermdglicht wird. Ein naheliegender Ansatz ist eine lineare Extrapolation des
Stromungsfelds an den Positionen der Geisterpartikel. Um den Rechenaufwand bei dieser Ex-
trapolation moglichst gering zu halten, sollte sie universell durchgefiihrt werden. Dies bedeutet,
dass bei der Berechnung der Interaktionen aller Partikel des Rechengebiets dieselben extrapo-
lierten Funktionswerte der Geisterpartikel verwendet werden. Ein universeller Funktionswert an
einer Position im Geistergebiet sollte auf Basis von Informationen des Rands berechnet werden.
Dabei ist wichtig, dass die Konsistenzordnung 1 der Kernel-Approximation des hier verwende-
ten SPH-Verfahrens nicht verletzt wird. Uber eine Konsistenzordnung 1 wird sichergestellt, dass
der Funktionswert einer linearen Funktion sowie der Gradient dieser Funktion durch die Kernel-
Approximation exakt reproduziert werden konnen. In Anhang A.2 wird dargelegt, dass die
Konsistenzordnung durch die erlduterte Extrapolation der Stromungsgrofen an den Positionen
der Geisterpartikel bewahrt werden kann. Dieser Ansatz wird demnach weiterverfolgt.

Um die Funktionswerte an Positionen innerhalb des Geistergebiets zu berechnen, miissen die
Gradienten VX; der Komponente X; des Zustandsvektors X an dem Rand 92 bestimmt werden.
Bei der praktischen Implementierung der Methode wird hierfiir die Partikel-Approximation
verwendet, um die Gradienten an diskreten Stiitzstellen des Rands, den Randsegmenten, zu
bestimmen. Die Partikel-Approximation des Gradienten [V X;], an der Position ry des Randseg-
ments s ist wie folgt definiert:

[VX;], = Z Vo XipVew + Z VeXigVw (5.16)
beC geG

In GI. 5.16 wird zwischen den Beitrdgen der Menge C der Partikel des SPH-Rechengebiets
und der Menge G der Partikel des Geistergebiets unterschieden. Bei der Berechnung dieser
Partikel-Approximation bestehen zwei Schwierigkeiten.

Die erste Schwierigkeit besteht darin, dass durch die rdumlichen Diskretisierungen des Geister-
gebiets bzw. des Rands durch Geisterpartikel bzw. Randsegmente keine Zuordnung zwischen
den Positionen innerhalb des Geistergebiets und den Positionen an dem Rand definiert ist. Viel-
mehr besetzt jedes Geisterpartikel ein gewisses Volumen des Geistergebiets, das entsprechend
durch denselben Funktionswert X; charakterisiert ist. Gleiches gilt fiir den Rand, an dem jedes
Randsegment eine gewisse Fliche mit homogenem Funktionswert X; belegt. Es muss demnach
ein geeignetes Extrapolationsschema angewendet werden, um den Funktionswert an einer Stiitz-
stelle des diskretisierten Geistergebiets basierend auf den Stiitzstellen des Rands zu definieren.
Eine wichtige Anforderung, die sich aus verschiedenen Losungsansitzen im Verlaufe dieser
Arbeit ergeben hat, ist die Kompaktheit dieser Extrapolation. Z. B. wiirde bei der Extrapolation
unter der Anwendung eines SPH-Operators ein zu grofer raumlicher Bereich von Stiitzstellen
beriicksichtigt werden, wodurch der Funktionswert X; zu stark geglittet wiirde. Dies wiirde dazu
fiihren, dass das Stromungsfeld beim Ubergang von den Partikeln des SPH-Rechengebiets zu
den Geisterpartikeln nicht mehr konsistent wire. Aus diesem Grund miissen lokale Extrapolati-
onsverfahren verwendet werden.

In dieser Arbeit wird daher ein kompaktes bzw. lokales Extrapolationsverfahren vorgeschlagen.
Das Geistergebiet wird hierfiir durch zwei verschiedene Dirichlet-Zerlegungen diskretisiert,
und die Uberlappungen der Elemente dieser Gebiete werden als Grundlage fiir das Extrapola-
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Abbildung 5.4: Extrapolation der Stromungszustdnde der Randsegmente an einem Geis-
terpartikel

tionsschema verwendet. Dies ist in Abb. 5.4 dargestellt. Aus der ersten Zerlegung resultieren
die Einflussgebiete der Randsegmente. In Abb. 5.4 sind zwei dieser Gebiete (€41 und 4 2)
der Randsegmente k| und k; als unterschiedlich schraffierte Flichen dargestellt. Die zweite
Zerlegung reprisentiert die Volumina der Geisterpartikel. In Abb. 5.4 ist das Gebiet Q, | des
Volumens des Geisterpartikels g dargestellt. Fiir beide Zerlegungen ist jede Position innerhalb
des Geistergebiets eindeutig einer Zelle und somit einer Stiitzstelle zugeordnet. Es entstehen
eindeutige Uberlappungen zwischen den resultierenden Zellen der beiden Zerlegungen. Die Vo-
lumina der Uberlappungen dieser Zellen werden als Wichtungsfaktoren bei der Extrapolation
angewendet. Somit ergibt sich der Funktionswert X; , eines Geisterpartikels ¢ € G aus den Ex-
trapolationen der Funktionswerte der Randsegmente, deren Einflussgebiete das Einflussgebiet
der Zelle des Geisterpartikels g iiberlappen:

Vogk .
Xig = DT (Xua o [VXile)  mit roe = T mi, [VXlig = i [VX (517)
ko T8

In Gl. 5.17 sind V. ¢, Vn gk, Ter und n; das Volumen der Zelle des Partikels g, das Volumen
der Uberlappung der Zelle des Partikels g mit dem Einflussgebiet des Randsegments k, der
Abstandsvektor r, — r; zwischen den Stiitzstellen des Partikels g und des Randsegments k und
der in das Rechengebiet zeigende Normaleneinheitsvektor des Randsegments k. Analog zu der
in Anhang A.2 erlauterten Extrapolation fiir ein kontinuierliches Geistergebiet wird iiber Gl.
5.17 eine Extrapolation in Normalenrichtung der Randsegmente durchgefiihrt. Durch Einsetzen
von Gl. 5.17 in GI. 5.16 und Bildung des Skalarprodukts mit dem Normaleneinheitsvektor
n, des Randsegments s ergibt sich der folgende Ausdruck fiir den Gradienten [VX;],, in
Normalenrichtung &g des Randsegments s:

Vi gk
[VXilse = ) VeXipng - Vow + Vg—— (Xi,k + Tk [VXi]k,f) ng-Vow  (5.18)
” 1; gezg ; 7 A A
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Anhand von Gl. 5.18 wird auf die zweite Schwierigkeit der Methode hingewiesen. Der Gradient
[VXi], ¢ des Randsegments s ist iiber ein lineares Gleichungssystem mit den Gradienten [V X;], .
der umgebenden Randsegmente k gekoppelt. Die Kopplungsterme sind iiber die Geisterpartikel
g definiert, die sich innerhalb der Kernel-Einflussgebiete mehrerer Randsegmente befinden. Die
Losung dieses Gleichungssystems wire zu jedem Zeitpunkt wihrend der Simulation notwendig,
um die Gradienten [VX;]; . geméB GI. 5.18 zu berechnen und somit die Stromungszustéinde der
Geisterpartikel g gemaB Gl. 5.17 zu bestimmen. Um die Losung dieses Gleichungssystems und
damit einen zusitzlichen Berechnungsaufwand zu vermeiden, wird in dieser Arbeit eine gewisse
zeitliche Relaxation des Gradienten akzeptiert. Dazu werden auf der rechten Seite in Gl. 5.18 die
Werte der Gradienten [VX;]; . des aktuellen Zeitpunkts v genutzt, um den Gradienten [VX;], .
des Randsegments s des nichsten Zeitpunkts v + 1 zu berechnen:

Vi
1 n,gk
[VXil}% —};vaxlbns Vw+gezggvg .. (Xik + rke (VXD ) mg - ow (5.19)

Bei nur einer rdumlichen Dimension ldsst sich der Einfluss der Relaxation leicht bewerten.
In diesem Fall besteht der Rand nur aus einem Randsegment s. In Anhang A.3 wird unter
Anwendung vereinfachter Randbedingungen untersucht, nach wie vielen Zeitschritten ein durch
Ungenauigkeiten der Stromungsgroflen vorliegender anfianglicher Fehler des am Randsegment
berechneten Gradienten reduziert wird. Fiir einen anfanglichen normierten Fehler des Gradienten
von 100 % verringert sich der Fehler nach ca. drei bzw. sieben Zeitschritten auf 10 % bzw. 1 %.
Die Relaxation wird daher als akzeptabel bewertet.

5.3.2 Ubertragung auf gekoppelte Rinder

Der Zustandsvektor X, eines Geisterpartikels g ist im Falle eines gekoppelten Rands erheblich
einfacher zu definieren als bei einem offenen Rand. Die Partikel des Geistergebiets sind an Posi-
tionen definiert, die durch das FV-Rechengebiet iiberlappt werden (vgl. Abb. 5.1a). Zum Ende des
Zeitschritts ist der Stromungszustand der liberlappenden Zellen des FV-Rechengebiets bekannt.
Daher konnen die Stromungszustinde der Geisterpartikel iiber eine Interpolation der Werte der
Stromungsvariablen an den FV-Zellen bestimmt werden. Verschiedene Interpolationsverfahren
wiirden an dieser Stelle in Frage kommen.

In Abschnitt 5.3.1 wurde dargelegt, dass fiir die Berechnung des Zustandsvektors X, an offenen
Rindern lokale Extrapolationsverfahren bevorzugt werden sollten, um eine Kompaktheit der
Extrapolation zu gewihrleisten. Analog gilt dies auch fiir die Interpolation der FV-Zellen an
einem Geisterpartikel im Falle eines gekoppelten Rands. Eine Interpolation auf Basis von SPH-
Operatoren wiirde einen zu groflen raumlichen Bereich von Stiitzstellen berticksichtigen und
den Zustandsvektor zu stark glitten. Aus diesem Grund sollte fiir die Interpolation innerhalb
des FV-Rechengebiets ein lokales Interpolationsverfahren verwendet werden. In dieser Arbeit
wird ein lokales Interpolationsverfahren appliziert, das Teil des Programmpakets OpenFOAM
ist. Das Verfahren basiert auf der Verwendung von baryzentrischen Koordinaten (Mobius,

3Das Programmpaket OpenFOAM wird in dieser Arbeit fiir das FV-Verfahren verwendet.
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(b)

Abbildung 5.5: Interpolation der Strémungszustidnde der Zellen an einem Geisterparti-
kel

1827). Die Methode wird im Folgenden anhand des Geisterpartikels g erldutert. In Abb. 5.5a
sind Geisterpartikel veranschaulicht, die von einem FV-Rechengitter iiberlappt werden. Bei der
Interpolation werden sowohl Zellmittelpunkte c; als auch Verbindungspunkte py zwischen den
Zellen beriicksichtigt. Zunéchst wird die Zelle ¢ identifiziert, in der sich das Geisterpartikel g
befindet (Zelle ¢y in Abb. 5.5a). Diese Zelle wird anschlieBend in Tetraeder 7; zerlegt, die sich
den Mittelpunkt der Zelle c; teilen. Danach wird der Tetraeder identifiziert, innerhalb dessen
sich das Geisterpartikel g befindet (als Dreieck abstrahierter Tetraeder #;; in Abb. 5.5a). Die
Interpolation der Komponente X; des Zustandsvektors X an dem Geisterpartikel g erfolgt auf
Basis der Werte der Funktion X; an den Eckpunkten des Tetraeders:

Xig=bieXie+ ). bipXip mit b+ D byp=1 (5.20)
PEP; pEP;

In GI. 5.20 ist die GroBe P, die Menge der Eckpunkte, die die Zellen verbinden und gleichzeitig
Teil des Tetraeders ¢ sind (Eckpunkte p; und p in Abb. 5.5a). X; - und X; ,, sind jeweils die Funk-
tionswerte der Komponente X; an dem Zellmittelpunkt und den Eckpunkten, die den Tetraeder
geometrisch definieren. Entsprechend sind b; . und b, , die Wichtungsfaktoren dieser Stiitzstel-
len. Diese Wichtungsfaktoren sind gleich den baryzentrischen Koordinaten dieser Stiitzstellen
innerhalb des Tetraeders 7. Uber diese Definition wird gewihrleistet, dass der Einfluss einer
Stiitzstelle auf das Ergebnis der Interpolation mit Verringerung des Abstands zwischen dem
Geisterpartikel und dieser Stiitzstelle erhoht wird. Aufgrund der Eigenschaften der baryzentri-
schen Koordinaten ergibt sich exakt der Wert einer Stiitzstelle als Ergebnis der Interpolation,
wenn die Position des Geisterpartikels g mit der Position derselben Stiitzstelle tibereinstimmt.

Da der Zustandsvektor X bei dem FV-Verfahren an den Zellmittelpunkten c; definiert ist,
miissen die Werte X;, der Komponente i an den Eckpunkten p; bestimmt werden. Hierzu
wird eine weitere Interpolation auf Basis einer inversen Distanzwichtung der Funktionswerte
X; . der Zellen durchgefiihrt. Dies ist in Abb. 5.5b fiir den Eckpunkt p, veranschaulicht. Die
Interpolation der Komponente X; des Zustandsvektors X an dem Eckpunkt p erfolgt auf Basis
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der Werte der Funktion X; an den Mittelpunkten der mit dem Eckpunkt p verbundenen Zellen:

11 . 1
Xip= Y, ——Xie mit rpy= > — (5.21)
pc

rpr
ceC, P PC ceCp

In Gl. 5.20 ist die GroBe C, die Menge der Zellen, die mit dem Eckpunkt p verbunden sind.
Die GroBe rp. reprasentiert den Abstand zwischen dem Eckpunkt p und der Zelle ¢ (vgl. Abb.
5.5b).

5.4 Massenanderung randnaher Partikel

In Abschnitt 5.1 wurde dargelegt, dass bei der SPH-Methode konvektive Fliisse an offenen
und gekoppelten Réindern aufgrund der Anwendung statischer Geisterpartikel nicht durch die
Advektion der Partikel durch den Rand realisiert werden konnen. Es wurde auflerdem argu-
mentiert, dass der SPH-ALE-Ansatz zur Realisierung konvektiver Fliisse am Rand nicht geeig-
net ist, da die Aufprigung eines Massenstroms am Rand aufgrund von Ungenauigkeiten der
Partikel-Approximation bei dieser Methode ungenau ist. Wahrend nichtkonvektive Fliisse zwi-
schen Partikeln des Rechengebiets und dem Rand iiber Interaktionen zwischen diesen Partikeln
und Geisterpartikeln realisiert werden, miissen konvektive Fliisse daher auf eine andere Weise
umgesetzt werden.

Es wurde daher in Abschnitt 5.1 vorgeschlagen, konvektive Fliisse am Rand durch die An-
wendung eines Algorithmus zur Generierung und Entfernung von Partikelmasse im randnahen
Bereich zu realisieren. In diesem Zusammenhang wurden in Abschnitt 4.5 zwei mogliche Glei-
chungssysteme eingefiihrt (Gl. 4.72 und Gl. 4.73), mittels derer konvektive Fliisse des Partikels
a iiber einen Massenquellterm 723 in den Erhaltungsgleichungen beriicksichtigt werden. Wie in
Abschnitt 5.1 erldutert wurde, soll der Massenquellterm 75 gemiB den Massenstromen, die auf
den Stromungszustinden der Randsegmente basieren, angepasst werden. Da die Massenstrome
am Rand des FV-Rechengebiets gleich den Massenstromen der Randsegmente sind, 1adsst sich so-
mit die Abweichung vom Massengleichgewicht zwischen Partikeln des SPH-Rechengebiets und
Zellen des FV-Rechengebiets sowohl global als auch lokal minimieren. Um diese Abweichung
zu jedem Zeitschritt zu minimieren, soll die Massendnderung der Partikel zeitlich kontinuierlich
sein. Auf diese Weise lassen sich zudem Storungen der Stromungsvariablen verringern. Mit der
Anderung der Partikelmasse geht auBerdem die Generierung neuer Partikel und die Entfernung
von Partikeln einher, um Partikeldefizite und -iiberschiisse am Rand zu vermeiden.

In diesem Abschnitt ist folglich das Ziel, einen Algorithmus zur Bestimmung des Quellterms
mf des Partikels a zu entwickeln, iiber den die konvektiven Massenfliisse der Randsegmente
und der Partikel nach Moglichkeit in ein Gleichgewicht gebracht werden sollen. Die Erlauterung
des Algorithmus orientiert sich hauptséichlich an der in Abb. 5.6 dargestellten eindimensionalen
Konfiguration. In Abb. 5.6a bzw. Abb. 5.6b wird dabei der Fall eines Einstrom- bzw. Ausstrom-
rands betrachtet. Die Konfiguration besteht in beiden Fillen aus dem Partikel a, das in der Néihe
eines Rands angeordnet ist. Da die Konfiguration eindimensional ist, ist der Rand einzig durch
das Randsegment s definiert. Im eindimensionalen Fall kann dem Partikel a eine geometrische
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Abbildung 5.6: Masseninderung des Partikels a zwischen den Zeitpunkten v und v + 1

Form zugeordnet werden. Die Position des Partikels a befindet sich im Massenschwerpunkt
des Partikelvolumens V,,. Das Partikelvolumen ist in Abb. 5.6 durch die horizontale gestrichelte
Linie gekennzeichnet. Da das Partikelvolumen V, durch eine homogene Fluiddichte p, cha-
rakterisiert ist, ist die Lange der horizontalen Linie auch proportional zur Partikelmasse m,.
Fiir eine vereinfachte Darstellung des Algorithmus wird au8erdem eine homogene Fluiddichte
p = 1 kg/m? in diesem Rechengebiet angenommen, sodass sich die Masse sowie Masseniinde-
rungen des Partikels a in Abb. 5.6 als Lingen darstellen lassen konnen. Im Speziellen wird in
diesem Abschnitt eine Massenidnderung om,, des Partikels a vom Zeitpunkt v zum Zeitpunkt
v + 1 entwickelt. Diese Massendnderung kann wie folgt in den Quellterm mf " zum Zeitschritt

v umgerechnet werden:
v

gy O
= = (5.22)

In GI. 5.22 ist die GroBe 6tV die Zeitschrittweite des Zeitschritts v — v+ 1. Die Massendnderung
ist in Abb. 5.6 dargestellt. An einem Einstromrand (vgl. Abb. 5.6a) nimmt die Masse des
Partikels a vom Zeitpunkt v zum Zeitpunkt v + 1 (in Abb. 5.6 von oben nach unten) zu. Dies

entspricht einem positiven Masseninkrement dm,, sowie einem positiven Massenstrom mf i

An einem Ausstromrand (vgl. Abb. 5.6b) nimmt die Masse des Partikels a vom Zeitpunkt v
zum Zeitpunkt v + 1 ab. Dies entspricht einem negativen Masseninkrement 6m,, sowie einem
negativen Massenstrom m;B . Nach Ausfiihrung des Algorithmus ist das Partikel durch die neue

Masse mZ*l zum Zeitpunkt v + 1 sowie durch eine neue Position charakterisiert (vgl. Abb. 5.6).

Der Algorithmus ist vorerst nur fiir ebene Réander giiltig. Eine Erweiterung auf beliebig geform-
te Réander bleibt Nachfolgearbeiten vorbehalten. Im Falle einfacher offener Réander sind ebene
Geometrien die Regel. Im Falle gekoppelter Rander wire die Anwendbarkeit auf nichtebe-
ne Réinder allerdings vorteilhaft, um beliebige Gebiete innerhalb des globalen Rechengebiets
als SPH-Rechengebiete auswihlen zu konnen. Der Algorithmus ist fiir offene und gekoppelte
Rénder dquivalent, sodass in diesem Abschnitt nicht zwischen diesen beiden Réandertypen un-
terschieden werden muss. Der Algorithmus wurde von Werdelmann et al. (2021) entwickelt.
Eine Vorgingerversion dieses Ansatzes wurde von Werdelmann et al. (2014) veroffentlicht.

Der Algorithmus unterteilt sich in fiinf wesentliche Schritte, die in den folgenden Abschnitten
erlautert werden. Ein wesentlicher Schritt des Algorithmus besteht darin, Partikel in Randnéhe
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Abbildung 5.7: Vorbereitungsschritt des Algorithmus

zu identifizieren, die fiir eine Massendnderung aufgrund einer Interaktion mit dem Rand be-
riicksichtigt werden sollen (Identifizierungsschritt). Diese Partikel werden der Partikelmenge
P zugeordnet. Dieser Vorgang wird zum Teil zu Beginn als auch am Ende des Algorithmus
ausgefiihrt. Um diesen Vorgang zu beschreiben, miissen allerdings erst die vier weiteren Be-
standteile des Algorithmus (Vorbereitungsschritt, Pradiktor-Schritt, Korrektur-Schritt und Nach-
bereitungsschritt) erldutert werden. Wihrend der Ausfiihrung des Algorithmus durchliuft das
Partikel a vier verschiedene Zustinde. Diese werden wie in der eindimensionalen Darstellung
gemdl Abb. 5.6 durch die umkreisten Indizes neben dem Partikel a repréisentiert. Der Anfangs-
bzw. Endzustand des Partikels a zum Zeitpunkt v bzw. v + 1 wird durch den Index (1) bzw. (4)
reprasentiert (vgl. Abb. 5.6).

5.4.1 Vorbereitungsschritt

Bei dem Vorbereitungsschritt wird fiir jedes Randsegment s ein Zielwert om} fiir die liber
dieses Randsegment wihrend des Zeitschritts v — v + 1 zu iibertragende Masse berechnet. Der
Massenstrom an dem Randsegment s wird basierend auf dem Stromungszustand zum Zeitpunkt
v+1 definiert, da bei der FV-Methode ein implizites Zeitschrittverfahren angewendet wird und der
Massenstrom somit am Ende des Zeitschritts an dem SPH- und dem FV-Rechengebiet identisch
sein muss. Uber das in Abschnitt 5.2 vorgestellte Verfahren lisst sich der Zustandsvektor X¥*! des
Randsegments s ermitteln. Aus diesem Zustandsvektor ergeben sich die Fluidgeschwindigkeit
u*! und die Fluiddichte p"*! des Randsegments s zum Zeitpunkt v + 1. Der Massenstrom 72" *!
zum Zeitpunkt v + 1 kann aus diesen GroBen wie folgt berechnet werden:

Y = (u;+1 -ns) Agpi! (5.23)

N

Die Groflen ng und Ay sind der am Randsegment s in das Rechengebiet zeigende Normalen-
einheitsvektor (vgl. Abb. 5.6) sowie die Querschnittsfliche des Randsegments s (vgl. Abschnitt
5.2.1). Auf Basis dieses Massenstroms und der Zeitschrittweite 6¢* wird wihrend des Zeitschritts
v — v + 1 das Masseninkrement 6m} am Rand tibertragen:

om! = m’ st (5.24)

Der Sachverhaltistin Abb. 5.7a fiir einen Einstromrand und in Abb. 5.7b fiir einen Ausstromrand
dargestellt. Der graue Balken in Abb. 5.7 représentiert die fiir den Algorithmus als Zielwert
geltende Masseninderung 6m? fiir das Randsegment s. Ein positiver Massenstrom 7z%*! bzw.
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ein positives Masseninkrement om} (grauer Balken innerhalb des Rechengebiets in Abb. 5.7a)
bedeutet, dass Masse liber das Randsegment s in das SPH-Rechengebiet eintritt. In diesem
Fall zeigt der Geschwindigkeitsvektor u’*! des Randsegments s in das Rechengebiet hinein. Ein
negativer Massenstrom 72/ *! bzw. ein negatives Masseninkrement 6m? (grauer Balken aufBerhalb
des Rechengebiets in Abb. 5.7b) bedeutet entsprechend, dass Masse aus dem Rechengebiet
austritt. In diesem Fall zeigt der Geschwindigkeitsvektor u’*! des Randsegments s aus dem
Rechengebiet heraus.

Bei dem Vorbereitungsschritt bleibt der Zustand des Partikels a unverindert. In den nachfol-
genden Abschnitten wird auf die drei weiteren Schritte des Algorithmus (Pradiktor-Schritt,
Korrektor-Schritt und Nachbereitungsschritt) eingegangen, bei denen der Zustand des Partikels
a modifiziert wird.

5.4.2 Pradiktor-Schritt

Bei dem Pridiktor-Schritt wird fiir jedes im Identifizierungsschritt ausgewdahlte Partikel a € P
eine Masseninderung 6m,’* evaluiert. Die Massenidnderung 6m,” ist als der Teil der Masse des
Partikels a definiert, der den Rand wihrend des Zeitschritts v — v + 1 aufgrund der Advektion
des Partikels durchdringt. Hierfiir ist zum einen die Berechnung der Verschiebung des Partikels
wihrend des Zeitschritts v — v + 1 notwendig. Zum anderen sind Modellannahmen fiir die
geometrische Form des Partikels a erforderlich.

Das Prinzip der Modellannahme fiir die geometrische Form des Partikels a ist in Abb. 5.8a
veranschaulicht. Die tatsdchliche geometrische Form des Partikels ist unbekannt. Auch wenn
die Form bei der Initialisierung der Simulation bekannt ist (z. B. bei Anordnung der Partikel
als dquidistantes Gitter), so wird die geometrische Form durch den Impulsaustausch zwischen
Partikeln deformiert. Das Partikel kann somit beliebig geformt sein. In Abb. 5.8a ist diese Form
des Partikels a als ,,mogliche Form* bezeichnet. Fiir die Modellierung der Interaktion zwischen
dem Partikel und dem Rand wird an dieser Stelle vereinfachend die Annahme getroffen, dass
die Form des Partikels einem Quader entspricht. Die Stirnfliche dieses Quaders ist parallel zum
Rand 0% ausgerichtet und durch Seitenlédngen gleich dem Referenzwert der Partikelabstinde
rref charakterisiert. Die Stirnflache ist demnach durch die Referenzfliche Ao = rrzef gegeben.
Uber diese Referenzflache wird der Massenaustausch zwischen dem Partikel ¢ und dem Rand
realisiert. Die Lénge der Seiten, die in Normalenrichtung zum Rand orientiert sind, ist als
Ausdehnung A, des Partikels a definiert. Der Abstand zwischen der Stirnseite und dem Rand
wird durch die GroBe d, reprisentiert und wird nachfolgend als der Abstand des Partikels zum
Rand bezeichnet. Die beschriebene Form des Partikels a ist in Abb. 5.8a mit einer gestrichelten
Kontur dargestellt und als ,,Modellform* bezeichnet. Unter den zuletzt getroffenen Annahmen
besteht ein direkter Zusammenhang zwischen der Ausdehnung A, und dem Volumen V, des
Partikels a:
Va

A, = 5.25
“F A (5.25)

Die Ausdehnung des Partikels ist ebenfalls in Abb. 5.7 fiir die eindimensionale Konfiguration

dargestellt.
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(a) (b) (©

Abbildung 5.8: (a): Modellannahmen fiir die geometrische Form eines Partikels und die
Partikel-Rand-Abstidnde.
(b): Relevante Geschwindigkeitsvektoren bei dem Préadiktor-Schritt.
(c): Zuteilung der Massendnderung eines Partikels auf iiberlappende
Randsegmente

Im Folgenden wird auf die Berechnung der Verschiebung des Partikels wiahrend des Zeitschritts
v — v + 1 eingegangen. Die Verschiebungsgeschwindigkeit des Partikels a ergibt sich aus der
Summe der Fluidgeschwindigkeit u*! zum Zeitpunkt v + 1 und der Geschwindigkeitsdifferenz
0 ﬁf’v, die basierend auf dem Partikelverschiebungsansatz (vgl. Abschnitt 4.4.4) berechnet wird.
Wie bereits in Abschnitt 4.5 erwdhnt wurde und in den nachfolgenden zwei Abschnitten erldu-
tert wird, wird liber den Algorithmus eine zusitzliche Geschwindigkeitsdifferenz 6ﬁf,9 " an dem
Partikel a aufgeprigt. Demnach ist die Gesamtgeschwindigkeitsdifferenz ot des Partikels a
auch von dem Ergebnis dieses Algorithmus abhéngig (vgl. Gl. 4.69) und im Pradiktor-Schritt
des Algorithmus nicht bekannt. Da in der Impulsgleichung (Gl. 4.80) ein Geschwindigkeits-
korrekturterm (erster Term der rechten Seite in Gl. 4.80) verwendet wird, der von der Ge-
samtgeschwindigkeitsdifferenz 6@, abhiingig ist, lisst sich die Fluidgeschwindigkeit u’*!
Zeitpunkt v + 1 in diesem Schritt des Algorithmus noch nicht berechnen. Daher wird fiir die Ab-
schitzung der Partikelverschiebung an dieser Stelle eine intermediére Partikelgeschwindigkeit

0, angewendet:

zZum

= ul + 5ﬁf’v (5.26)

In Gl. 5.26 ist die GroBe u);” eine intermediire Fluidgeschwindigkeit, die sich aus der zeitlichen
Integration der Impulsgleichung (Gl. 4.80) unter Vernachldssigung des Geschwindigkeitskor-
rekturterms (erster Term der rechten Seite in Gl. 4.80) ergibt. Eine mogliche Konstellation der
zuvor erliduterten Geschwindigkeitsvektoren ist in Abb. 5.8b veranschaulicht.

Auf Grundlage der intermediiren Partikelgeschwindigkeit @i,* ergibt sich der Verschiebungs-
vektor r,”*, der fiir die Berechnung der Massenénderung dm,,” des Partikels a relevant ist:

or’* = 66t + min [ﬁz* -nét’ + (Aa + da) , ()] n (527)

a a

Nur fiir ausstromende Partikel relevant (@}, -n<0)
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Abbildung 5.9: Priadiktor-Schritt des Algorithmus

In GI. 5.27 ist die GroBe n der in das Rechengebiet hineinzeigende Normaleneinheitsvektor
des Rands (vgl. Abb. 5.8a). Die Bedeutung des zweiten Terms in Gl. 5.27 wird weiter unten in
diesem Abschnitt erldutert. Unter Beriicksichtigung der Modellannahme fiir die geometrische
Form des Partikels ist die Massendnderung ém,;~ basierend auf der Partikelverschiebung ér;”"
wie folgt definiert:

S = ory" “MAppa + dyAwtp, fir aeP (5.28)

a
0 sonst

In Gl1. 5.27 und Gl. 5.28 sind die jeweils zweiten Terme auf der rechten Seite Korrekturterme, die

nur fiir aus dem Rechengebiet austretende Partikel (1, - n < 0) ungleich null sind. Vorerst wird

der Fall eines in das Rechengebiet eintretenden Partikels (41, “-n > 0) betrachtet. Das Partikel a ist
in diesem Fall nur Teil der Menge identifizierter Partikel #, wenn der Partikel-Rand-Abstand d,,
gleich null ist. Daher ist der zweite Term auf der rechten Seite in Gl. 5.28 fiir in das Rechengebiet
eintretende Partikel stets gleich null. Auerdem ist das zweite Argument des min-Operators in
Gl. 5.27 stets groBer null, da das Skalarprodukt @i," - n fiir in das Rechengebiet eintretende
Partikel sowie die Groen A, und d,, stets groBer null sind. Fiir diese Partikel vereinfachen sich

die Definitionen der GroBen dr};”" und dm,;" daher zu den folgenden Gleichungen:

ory* =0yt
" n>0= . Sr* -DArfp, fir a€P (5.29)
om, =
0 sonst

In Abb. 5.9a ist die Verschiebung dr};* des Partikels a an einem Einlassrand veranschaulicht.
Die Masseniinderung ém," ist durch einen schraffierten Balken dargestellt. Die Verschiebung
or.* reprisentiert den Wechsel des Partikels a vom Zustand (1) zum Zustand (2). Durch die
Advektion des Partikels in das Rechengebiet hinein wiirde ein Volumendefizit unmittelbar am
Rand entstehen. Dieses Defizit muss durch eine positive Massenénderung dm,,” (schraffierter
Balken innerhalb des Rechengebiets in Abb. 5.9a) des Partikels a kompensiert werden. Die
Masseninderung 6m,,”" ist proportional zu dem Volumendefizit, das durch die Verschiebung der
Modellform des Partikels am Rand hinterlassen werden wiirde.
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Abbildung 5.10: Korrekturen wihrend des Pradiktor-Schritts

In dem in Abb. 5.9b dargestellten Fall eines aus dem Rechengebiet austretenden Partikels a an
einem Ausstromrand steht das Partikel beim Zustand (1) bereits mit dem Rand in Beriihrung
(d, = Om). Daher kann diese Konfiguration analog zu dem zuvor erldauterten Fall eines in
das Rechengebiet eintretenden Partikels betrachtet werden. Durch die Verschiebung ér};” des
Partikels a aus dem Rechengebiet hinaus (i, - n < 0) wiirde ein Volumeniiberschuss unmit-
telbar am Rand entstehen. Dieser Uberschuss muss durch eine negative Masseniinderung dm,,”"
(schraffierter Balken auflerhalb des Rechengebiets in Abb. 5.9b) des Partikels a kompensiert
werden.

Im Allgemeinen miissen die Korrekturterme in Gl. 5.27 und GI. 5.28 fiir ein aus dem Rechen-
gebiet austretendes Partikel beriicksichtigt werden. Der Zweck dieser Terme wird im Folgenden
erldutert. Eine Massenidnderung eines Partikels wird bei dem in dieser Arbeit verfolgten Ansatz
nur realisiert, wenn die Modellform (vgl. Abb. 5.8a) des Partikels den Rand bertihrt. Dies ist der
Fall, wenn der Abstand d, (vgl. Abb. 5.8a) zwischen dem Partikel und dem Rand in Normalen-
richtung zum Rand null betrigt. Wie bereits erwihnt wurde, ist dies fiir ein in das Rechengebiet
eintretendes Partikel stets der Fall, wenn dieses Partikel zur Partikelmenge # gehort. Bei einem
Partikel, das gemiB der intermediiren Partikelgeschwindigkeit @1," zum Rand hin advektiert
wird, kann es vorkommen, dass die Modellform des Partikels erst wiahrend dieser Advektion mit
dem Rand in Beriihrung kommt. Dies ist in Abb. 5.10a dargestellt. Beim Zustand (1) (oben in
Abb. 5.10a) besteht ein Abstand d, > 0 zwischen dem Randsegment und dem Partikel. Wiirde
die Masseniinderung 6m,”* in diesem Fall proportional zu der Verschiebung or)," - n sein, wiirde
die Strecke zur Uberwindung des Abstands d, ebenfalls als Masseninderung beriicksichtigt
werden. Allerdings soll nur eine Masseninderung realisiert werden, wihrend das Partikel den
Rand beriihrt. Durch Addition des zweiten Terms in Gl. 5.28 wird die Massenidnderung um
die Masse reduziert, die sich aus der Verschiebung zur Uberwindung des Abstands d, ergeben
wiirde. Daher muss erst der vorhandene Abstand d, zum Rand liberwunden werden, bevor der
restliche Teil der Strecke, den das Partikel zuriicklegt, in eine Masseninderung 6m.,” libertragen
werden kann. Das Prinzip ist im unteren Teil in Abb. 5.10a dargestellt.
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Die zweite Korrektur, die durch den zweiten Term in Gl. 5.27 reprisentiert wird, betrifft ebenfalls
nur aus dem Rechengebiet austretende Partikel und im Speziellen solche Partikel, deren Masse
durch die Interaktion mit dem Rand wihrend des Zeitschritts v — v+ 1 vollstiandig entfernt wird
(6my" = —m)). Diese Situation istin Abb. 5.10b veranschaulicht. Beim Zustand @ (oben in Abb.
5.10b) besteht zwischen dem Rand und dem Partikel ein Abstand d, > 0 in Normalenrichtung
zum Rand. Auflerdem ist das Partikel durch die Ausdehnung A, charakterisiert. Die intermediére
Partikelgeschwindigkeit @i, kann prinzipiell ausreichend groB sein, um eine Verschiebung des
Partikels zu bewirken, iiber die das Partikel vollstindig durch den Rand und dariiber hinaus
advektiert wird. Eine entsprechende Verschiebung in Form des Vektors @ *6¢” ist im unteren
Teil in Abb. 5.10b dargestellt. Wiirde dieser Vektor als Partikelverschiebung ér.;* herangezogen
werden, wiirde der Gegenwert der Massenéinderung 6m,~ gemiB Gl. 5.28 groRer sein als
die Partikelmasse m). Es muss allerdings sichergestellt werden, dass die Masse des Partikels
a nach Addition des Masseninkrements ém; "~ nicht kleiner als null ist. Daher reprisentiert
der zweite Term in Gl. 5.27 eine Limitierung der Komponente des Verschiebungsvektors in
Normalenrichtung des Rands. Uber diese Limitierung wird verhindert, dass das Partikel a weiter
als die Summe aus dem aktuellen Partikel-Rand-Abstand d,, und der Ausdehnung A, in Richtung
des Rands verschoben werden kann. Dies ist im unteren Teil in Abb. 5.10b dargestellt. In diesem
Fall sind der Absolutwert der Massenidnderung 6m,;” und die Partikelmasse m., identisch, und
das Partikel haftet auBBerhalb des Rechengebiets am Rand.

Wie in diesem Abschnitt erldautert wurde, wird im Pradiktor-Schritt fiir jedes Partikel a € P eine
Masseninderung 6m," bestimmit, die sich aus der Interaktion des Partikels mit dem Rand ergibt.
Wie eingangs erldutert wurde, ist das Ziel, die Masseninkremente 6m|, der Partikel und die Mas-
seninkremente der Randsegmente 6m} in ein Gleichgewicht zu bringen. Die Masseninkremente
omy”" erfiillen dieses Gleichgewicht in der Regel nicht. Daher besteht ein Ungleichgewicht Am?
zwischen den zuvor erwihnten Masseninkrementen. Im Falle der eindimensionalen Konfigu-
ration mit nur einem Partikel a in Abb. 5.9 reprisentiert die GroBe Am! = dm! — dmy" das
Ungleichgewicht zwischen den Masseninkrementen des Randsegments s und dem Partikel a.
Das Ungleichgewicht ist durch den schwarzen Balken in Abb. 5.9 représentiert. Der Pfeil inner-
halb des Balkens zeigt an, ob die Massenbilanz positiv (nach links) oder negativ (nach rechts)
ist. Im néchsten Abschnitt, wird der Korrektor-Schritt erldutert, bei dem angestrebt wird, das
Ungleichgewicht Am} zu kompensieren.

5.4.3 Korrektor-Schritt

Der dritte Schritt des Algorithmus ist der Korrektor-Schritt. Unter anderem aufgrund der An-
nahmen fiir die geometrische Form des Partikels (vgl. Abb. 5.8a) kann die im Pradiktor-Schritt
vorhergesagte Masseniinderung dm,* ungenau sein. Allerdings wird angestrebt, dass die Summe
der Masseninderungen om! aller Randsegmente s gleich der Summe der Massenénderungen
omy, aller identifizierten Partikel ist:

D omy =) om (5.30)
s a
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Diese Identitit gilt in der Regel nicht fiir die im Pridiktor-Schritt vorhergesagten Masseninkre-

mente om,":
Doomy = > smy” (5.31)
N a

V, sk

Um GI. 5.30 zu erfiillen, wird daher ein weiteres Masseninkrement ém,  des Partikels a
eingefiihrt, das sich aus der Summe bestimmter Beitriige 6m,;" der Randsegmente s ergibt:

Smy"t =) omiy (5.32)
N

Die gesamte Massenidnderung om, des Partikels a, die durch die Interaktion mit dem offenen
Rand aulftritt, ist als Summe der beiden Inkremente 6m,," und 6m;™" definiert:

om) =om)* +m)" (5.33)

a

Das Ziel ist, die Beitrige dm,;  in einer Weise zu bestimmen, sodass die Bilanz der Massen-
anderungen an den Randsegmenten und Partikeln nicht nur global gemifl Gl. 5.30, sondern
auch moglichst lokal erfiillt ist. Dazu werden Wichtungsfaktoren b, bestimmt, die den Einfluss
des Randsegments s auf das Partikel a definieren. Um die Erhaltung der Masse mdoglichst auch
lokal zu gewihrleisten, wird der Wert des Wichtungsfaktors b, liber die Schnittmenge zwischen
dem Volumen der Modellform des Partikels a (vgl. Abb. 5.8a) und dem Flichenelement des
Randsegments s bestimmt. In Abb. 5.8c ist dies fiir die Schnittflichen A, ; und A, > des Par-
tikels a mit den Randsegmenten s; und s, dargestellt. Die Summe der einzelnen Schnittflichen
Ay des Partikels a entspricht der Referenzfliche A,.. Der Wichtungsfaktor b, ist damit in
Abhingigkeit von der Schnittfliche A, wie folgt definiert:

Aas
Aref

bas = (5.34)

Fiir die Wichtungsfaktoren b, des Partikels a gilt aulerdem:

Z by = Al Z Ay =1 (5.35)

ref 3

Es wird nun fiir jedes Randsegment s die bereits im letzten Abschnitt erwéhnte lokale Massen-
bilanz Am; zwischen dem Zielwert 6m} und den mit den Faktoren b, gewichteten Massenén-
derungen 6m,”" der Partikel a aufgestellt. Ein anfingliches Ungleichgewicht Am! soll durch die
zusitzlichen Masseninkremente dm,; ~ nach Moglichkeit kompensiert werden:

Am} =o6m) = " basomly* = smiy" (5.36)

Bei einer an den Randsegmenten s vorliegenden lokalen Massenerhaltung ist eine globale
Massenerhaltung am Rand unmittelbar gegeben. Dies lésst sich durch Einsetzen von Gl. 5.36
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fiir 6my und Gl. 5.33 fiir 6m, in Gl. 5.30 zeigen:

DD basomly + Y omis| = Y omyt+ > omy (5.37)
a a a a

N

Durch Vertauschen der Summenzeichen der Doppelsummen iiber s und a auf der linken Seite
in GI. 5.37 und unter Bertiicksichtigung von Gl. 5.35 und GI. 5.32 wird ersichtlich, dass beide
Seiten in Gl. 5.37 identisch sind und Gl. 5.30 damit erfiillt ist. Die Beitriige om.;;" werden iiber
die folgende Gleichung definiert:

max [Am), - (m}, + 6my")| fiir bgs #0

Vykk
as

(5.38)
0 sonst

Um eine lokale Massenerhaltung am Randsegment s zu erreichen, wird das Partikel a zur Kom-
pensation des Massenungleichgewichts Am; des Randsegments s in Gl. 5.38 nur beriicksichtigt,
wenn der Wichtungsfaktor b,s ungleich null ist. Fiir die Berechnung des Masseninkrements
omy* wird der Zustand (2) des Partikels herangezogen (vgl. Abb. 5.8c). Dabei wird zuerst
das Partikel mit dem geringsten Abstand (r}, + 6r," —rs) - n zum Rand fiir eine zusétzliche
Masseninderung 6m.;" gemiB Gl. 5.38 beriicksichtigt. Im Falle einer positiven Massenbilanz
Am} ist 6my; " gemdB Gl. 5.38 stets gleich der Massenbilanz Am!. Durch das zum Randseg-
ment nédchstgelegene Partikel wird in diesem Fall die komplette Kompensation des anfanglichen
Ungleichgewichts Am} erreicht. Im Falle einer negativen Massenbilanz Am} kann das zweite
Argument des max-Operators entscheidend werden. Uber das zweite Argument wird sicherge-
stellt, dass die Partikelmasse nicht negativ werden kann. Ist das Ungleichgewicht Am} kleiner
als der Gegenwert der Partikelmasse (Am! < —(m) + dmy,")), kann das anfingliche Ungleich-
gewicht Am} durch das identifizierte Partikel nicht vollstandig kompensiert werden. Daher wird
das Partikel mit dem néchstgroBeren Partikel-Rand-Abstand ausgewihlt, um einen weiteren
Beitrag om,; " gemiB Gl. 5.38 bereitzustellen. Nach jeder Evaluierung von Gl. 5.38 wird das
Ungleichgewicht Am! durch Subtraktion des zuletzt definierten Beitrags dmy; " korrigiert. Die-
ser Vorgang wird so oft wiederholt, bis das korrigierte Ungleichgewicht Am} gleich null ist. In
diesem Fall ist gemaB GI. 5.36 die lokale und globale Massenbilanz erfiillt, wobei Am} in GI.

5.36 dem anfinglichen Ungleichgewicht entspricht.

Im Gegensatz zu dem Pridiktor-Schritt, bei dem die Masseninderung 6m,;" durch die Verschie-

bung or,’” realisiert wird, ergibt sich bei dem Korrektor-Schritt aus der Masseniinderung dm,;

V, k%

eine zusitzliche Verschiebung or,

(5.39)

a

V, %k
6]:.1),** =n (6ma )

Pa Aref

Der Klammerterm in GI. 5.39 reprisentiert die Anderung der Ausdehnung A, des Partikels a in
Normalenrichtung zum Rand, die durch die Massenénderung 6m, " hervorgerufen wird. Durch
die in diesem Abschnitt erlduterten Prozessschritte wird der Wechsel des Partikels vom Zustand
(2) zum Zustand (3) bewirkt. Dieser Zustandswechsel ist in Abb. 5.11 fiir den Fall der bereits
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Abbildung 5.11: Korrektor-Schritt des Algorithmus

eingefiihrten eindimensionalen Konfiguration dargestellt. Bei der betrachteten Konfiguration ist
nur ein Partikel, das Partikel a, verfiigbar, um eine Kompensation des Massenungleichgewichts
Am} zu erreichen. Sowohl im Falle des Einstromrands (vgl. Abb. 5.11a) als auch im Falle des
Ausstromrands (vgl. Abb. 5.11b) wird das Ungleichgewicht vollstindig durch die zusitzliche
Masseninderung 6m, " kompensiert. Die gesamte Massenidnderung §m!, des Partikels ergibt
sich durch Addition des Inkrements §m, " zu der bereits wihrend des Pridiktor-Schritts (vgl.
Abb. 5.9) realisierten Masseninderung 6m;;”. Nach der Ausfiihrung des Korrektor-Schritts sind
die Massenidnderung 6m), des Partikels a und die Massendnderung 6m} des Randsegments s
identisch (vgl. Abb. 5.11). Die Verschiebung or,** des Partikels ist ebenfalls in Abb. 5.11

veranschaulicht. Im nichsten Abschnitt wird der Nachbereitungsschritt erldutert.

5.4.4 Nachbereitungsschritt

Bei dem Nachbereitungsschritt wird die in den letzten beiden Schritten evaluierte Massen-
anderung om), des Partikels a zur Berechnung der Masse des Partikels zum Zeitpunkt v + 1

angewendet:

v+l

mg

=m) +om, (5.40)

In Abb. 5.12 ist der entsprechende Wechsel des Partikels ¢ vom Zustand (3) zum Zustand
(4) veranschaulicht. Im Falle des Einstrdmrands (vgl. Abb. 5.12a) wird die Masseninderung
om) in eine VergroBerung der Partikelmasse umgesetzt. Dies wird durch die Verldngerung
der horizontalen gestrichelten Linie im Vergleich zu Abb. 5.11a représentiert. Im Falle des
Ausstromrands (vgl. Abb. 5.12b) wird die Massendnderung 6m}, in eine Verkleinerung der
Partikelmasse umgesetzt. Dies wird durch die Verkiirzung der horizontalen gestrichelten Linie
im Vergleich zu Abb. 5.11b reprisentiert. In beiden Féllen haftet die Modellform des Partikels
nach der Masseninderung am Rand.

Durch die Masseninderung des Partikels a ist die Position des Partikels nicht mehr gleich der
Position des Massenschwerpunkts des Modellvolumens des Partikels a. Daher wird eine dritte

VY, kkok

Verschiebung or,” " definiert, um das Partikel an die Position des Massenschwerpunkts zu

n({ om,
or’ = —— a 5.41
fa 2 (,OaAref) ( )

verschieben:




5.4 Massendnderung randnaher Partikel 111

51,5,*** 2(5['2’*** (51‘3’*** 261‘2’***
al la al la
a° S s @Pe®
F--@-———-- T To - {ZTIy om? e S om?
Partikel- Partikel-
masse mYt! Sm? masse mY+! sm?
(a) Einstromrand (b) Ausstromrand

Abbildung 5.12: Nachbereitungsschritt des Algorithmus

Der Klammerterm in Gl. 5.41 reprisentiert die Anderung der Ausdehnung A, des Partikels a
in Normalenrichtung zum Rand, die durch die Massendnderung 6m, hervorgerufen wird. Die
Y, kkk

Verschiebung or,” " des Partikels ist ebenfalls in Abb. 5.12 veranschaulicht.

V, sk

Die beiden Verschiebungsvektoren 6r, " und ér,"** bewirken Partikelverschiebungen, die einer
Abweichung von der Verschiebung gemif3 der physikalischen Fluidgeschwindigkeit u, entspre-
chen. Daher miissen diese Verschiebungen in den Korrekturtermen der Erhaltungsgleichungen
beriicksichtigt werden. Die beiden Verschiebungen werden hierfiir zu einer zusitzlichen Ge-
schwindigkeitsdifferenz 6ﬁaB " zusammengefasst:

V, %k V, ko
or,  +0ry

~AByv _
ouy;” = 5

(5.42)
Die Geschwindigkeitsdifferenz 6ﬁaB " ist neben der Geschwindigkeitsdifferenz 5ﬁ‘as’v auf Basis

des Partikelverschiebungsansatzes ein Bestandteil der Gesamtgeschwindigkeitsdifferenz o,
(vgl. Gl. 4.69).

5.4.5 Beschreibung grundlegender Partikel-Rand-Interaktionen

Im Folgenden werden die zuvor erlduterten Schritte an verschiedenen Konfigurationen des
Partikels a und des Rands 0Q erklirt. Es wird wieder der Fall nur einer rdumlichen Dimension
und damit nur eines Randsegments s des Rands dQ betrachtet. AuBerdem wird vorerst der
Identifizierungsschritt ignoriert und vorausgesetzt, dass die Partikelmenge # genau ein Partikel,
das Partikel a, enthalt.

Dieses Szenario ist in Abb. 5.13 fiir den Fall eines positiven Massenstroms an dem Randsegment
s veranschaulicht (Einstromrand). Die gewihlte Darstellung orientiert sich an der aus den letzten
Abschnitten bekannten Darstellung. Von links nach rechts sind in Abb. 5.13 die verschiedenen
Schritte des Algorithmus dargestellt. Der Geschwindigkeitsvektor u’*! des Randsegments zeigt
in das Rechengebiet (Einstromrand). Der graue Balken reprisentiert den Zielwert der Mas-
senidnderung om; an dem Randsegment s, der im Vorbereitungsschritt definiert wird. Bei der
Konfiguration in Abb. 5.13a ist das Partikel a durch eine Geschwindigkeit @;,* charakterisiert,
tiber die das Partikel vom Rand weg advektiert wird und die betragsmiaBig kleiner ist als die
Fluidgeschwindigkeit u’*! am Randsegment. Im Pridiktor-Schritt wird daher eine Masseniinde-
rung 6m,” kleiner als 5m? bestimmt (schraffierter Balken). Das Partikel wird basierend auf dem
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Abbildung 5.13: Ablauf des Algorithmus fiir verschiedene mogliche Szenarien an ei-
nem Einstromrand und fiir den Fall eines einzigen mit dem Rand
interagierenden Partikels

Verschiebungsvektor or,* vom Rand weg advektiert. Die Massenidnderung 6m," resultiert aus
dem Volumendefizit, das durch die Advektion des Partikels gemidfl dem Verschiebungsvektor
or,” entstehen wiirde. Aufgrund der unterschiedlichen Geschwindigkeiten an dem Partikel und
dem Randsegment resultiert eine Massenbilanz Am? (schwarzer Balken) ungleich null. Uber
die Richtung des Pfeils innerhalb des schwarzen Balkens wird angegeben, ob die Massenbilanz
positiv (nach links) oder negativ (nach rechts) ist. Bei der dargelegten Konfiguration ist die Mas-
senbilanz daher positiv. Im Korrektor-Schritt wird das Massenungleichgewicht Am? vollstindig
durch die Massenidnderung ém,  kompensiert. Entsprechend ergibt sich die Verschiebung
or,™, liber die das Partikel weiter vom Rand weg advektiert wird. Nach dem Korrektor-Schritt
sind die Massendnderung 6m), des Partikels a und die Masseninderung om; des Randsegments
s identisch. Im Nachbereitungsschritt wird die Massenidnderung 6m, zu der Partikelmasse ad-
diert, woraus die Partikelmasse m”*! am Ende des Zeitschritts resultiert. Uber die Verschiebung
or,™" wird das Partikel a an die Position seines Massenschwerpunkts advektiert.

V, %%

Der Fall in Abb. 5.13b unterscheidet sich zu dem zuvor diskutierten Fall durch eine Parti-
V“ am Rand.

AV, %

kelgeschwindigkeit @,,", die betragsmiBig grofler ist als die Geschwindigkeit u
Dadurch ist die im Pridiktor-Schritt berechnete Masseniinderung dm,” groBer als der Zielwert
omy und die Massenbilanz Am; negativ. Im Korrektor-Schritt wird dieses negative Massenun-
gleichgewicht erneut vollstindig von der Masseniinderung dm, " kompensiert. Die Gesamt-
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Abbildung 5.14: Ablauf des Algorithmus fiir verschiedene mogliche Szenarien an ei-
nem Ausstromrand und fiir den Fall eines einzigen mit dem Rand
interagierenden Partikels

massenidnderung 6m, des Partikels a ist damit kleiner als die im Préidiktor-Schritt bestimmte
Masseninderung 6m,,".

Der Fall in Abb. 5.13c représentiert den Extremzustand, bei dem der Rand durch einen Einstrom-
zustand definiert ist und das Partikel a basierend auf der Partikelgeschwindigkeit @i, aus dem
Rechengebiet heraus advektiert wird. Die Masseninderung 6m," des Partikels a im Pridiktor-
Schritt ist somit negativ. Diese negative Massenidnderung resultiert aus dem Volumeniiberschuss,
der durch die Advektion des Partikels gemiR dem Verschiebungsvektor dr;;”" entstehen wiirde.
Das Massenungleichgewicht Amy ist positiv und gleich der Summe aus den Betrdgen der Massen-
inkremente §m! und 6my,". Dieses Massenungleichgewicht wird im Korrektor-Schritt dadurch
kompensiert, dass liber die Masseninderung 6m,"*" die gesamte negative Masseninderung 6m.,"
des Partikels aufgehoben und dem Partikel die positive Massenidnderung dm hinzugefiigt wird.
Entsprechend groB ist in diesem Fall die Verschiebung ér, .

In Abb. 5.14 sind die zu Abb. 5.13 analogen Szenarien fiir den Fall eines negativen Massen-
stroms an dem Randsegment s dargestellt (Ausstromrand). Bei der Konfiguration in Abb. 5.14a
ist die Partikelgeschwindigkeit @,* betragsmiBig kleiner als die Fluidgeschwindigkeit u!*!
des Randsegments. Daraus resultlert ein negatives Massenungleichgewicht Am}. Um das Mas—
senungleichgewicht zu kompensieren, wird eine weitere Advektion des Partikels in Richtung des
Randsegments, die sich aus dem Verschiebungsvektor or, " ergibt, aufgeprigt. Die den Rand
tiberlappende Partikelmasse om), wird im Nachbereitungsschritt entfernt. Hieraus resultiert die
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Partikelmasse m!*!. Das Partikel muss weiter vom Rand weg advektiert werden, damit die Po-
sition des Partikels gleich der Position des Massenschwerpunkts ist. Bei den Konfigurationen
in Abb. 5.14b bzw. Abb. 5.14c¢ sind die Szenarien einer im Vergleich zur Fluidgeschwindigkeit
am Rand betragsmifig groBBeren Partikelgeschwindigkeit bzw. entgegengesetzter Geschwindig-
keitsvektoren dargestellt.

5.4.6 Sonderfalle der Partikel-Rand-Interaktion und Identifizierungsschritt

Die in Abb. 5.13 und Abb. 5.14 dargestellten Szenarien beschrinken sich auf einfache Fille,
bei denen nur ein Partikel mit dem Randsegment interagiert und dieses Partikel sowohl vor als
auch nach der Ausfiihrung der bereits dargelegten Schritte des Algorithmus mit dem Rand in
Beriihrung steht. Diese Bedingungen sind nicht zwingend gegeben. Auflerdem wurde bisher
der Identifizierungsschritt noch nicht erldutert. Aus diesem Schritt ergibt sich die Menge P
der mit dem Rand interagierenden Partikel. Die Identifizierung der Partikel ist eng mit einigen
Sonderfillen der Partikel-Rand-Interaktion verkniipft. Daher werden diese beiden Prozesse in
diesem Abschnitt zusammen erléutert.

Im Vergleich zu den bereits eingefiihrten Konfigurationen wird der Ausschnitt des Rechengebiets
in Abb. 5.15 fiir den Fall eines Ausstromrands auf zwei Partikel a1 und a, erweitert. In Abb. 5.15
sind drei verschiedene Szenarien dargestellt. Allen Szenarien ist gemein, dass das zum Rand
nichstgelegene Partikel a; bereits vor Beginn des Zeitschritts v — v+ 1 mit dem Rand in Beriih-
rung steht (d,,; = 0m). Damit ist dieses Partikel bereits Teil der Partikelmenge . Das vom Rand
weiter entfernt positionierte Partikel a; hingegen steht zu Beginn des Zeitschritts v — v+ 1 nicht
mit dem Rand in Beriihrung (d, > > 0) und gehort daher zu Beginn des Zeitschritts nicht zu der
Partikelmenge #. Dies wird in Abb. 5.15, sowie in den nachfolgenden Abbildungen, durch eine
gestrichelte Kontur des Kreises, der das Partikel repréisentiert, gekennzeichnet. Bei dem Szenario
in Abb. 5.15a wird die Masse des Partikels a; im Priadiktor-Schritt vollstindig durch den Rand
advektiert (6m2’j = —mz’ |)- Da das Masseninkrement 6m; des Rands betragsméBig grofer ist
als die Partikelmasse mz’l, ergibt sich ein negatives Massenungleichgewicht Amy. Dieses ldsst
sich im ersten Korrektor-Schritt zu keinem Anteil kompensieren (6m;, ;" = 0kg). Bei dem Sze-
nario in Abb. 5.15b hingegen wird nicht die gesamte Partikelmasse durch den Rand advektiert
(5m2’j > —mfhl). Daher kann im ersten Korrektor-Schritt ein gewisser Anteil des negativen
Massenungleichgewichts Am} kompensiert werden (6m;’j* < 0). Sowohl bei dem Szenario in
Abb. 5.15a als auch bei dem in Abb. 5.15b bleibt allerdings nach dem ersten Korrektor-Schritt
ein negatives Massenungleichgewicht bestehen. Da das Partikel a; bei diesen beiden Szenarien
das einzige Partikel der Partikelmenge # reprisentiert, gibt es keine Moglichkeit eines zweiten
Korrektor-Schritts. Damit bleibt nach Ausfiihrung des Algorithmus ein negatives Massenun-
gleichgewicht Am; bestehen. Dieses Szenario stellt eines von zwei moglichen Szenarien dar, bei
denen die Masseninderungen des Rands und der Partikel nicht in ein Gleichgewicht gebracht
werden konnen. Im Regelfall ist allerdings mehr als ein Partikel Teil der Menge #. Falls doch
nur ein Partikel in der Partikelmenge # enthalten ist, kann dieser Zustand bei Vorliegen einer
homogenen raumlichen Anordnung der Partikel nur fiir wenige Zeitschritte bestehen.
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Abbildung 5.15: Ablauf des Algorithmus fiir verschiedene mogliche Zustéinde an einem
Ausstromrand und fiir den Fall von zwei mit dem Rand interagierenden
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Abbildung 5.16: Ablauf des Algorithmus fiir den Sonderfall eines Uberschusses an
austretender Partikelmasse

Das Szenario in Abb. 5.15c¢ stellt den Fall dar, bei dem mehr als ein Partikel fiir eine Masseniande-
rung identifiziert wird. Zu Beginn des Zeitschritts ist nur das Partikel a; Teil der Partikelmenge
P . Im Pradiktor-Schritt und im ersten Korrektor-Schritt ist ersichtlich, dass die Masse des Par-
tikels a1 vollstdndig durch den Rand advektiert wird. Die Massendnderung 6m;,1 des Partikels
aj wire erneut nicht ausreichend, um die Massenidnderung des Randsegments zu kompensieren.
Jedoch unterscheidet sich der Fall in Abb. 5.15¢ von den zuvor erlduterten Szenarien darin, dass
ein weiteres Partikel a, fiir eine Massendnderung beriicksichtigt wird. An diesem Beispiel lasst
sich nachvollziehen, wie ein Partikel (hier das Partikel a,), das zu Beginn des Zeitschritts noch
nicht Teil der Partikelmenge P ist, wihrend des Zeitschritts in die Menge # aufgenommen wird.
Das Kriterium fiir diese Aufnahme ist, dass ein Partikel a den Rand nach der Verschiebung ge-
miB dem Vektor or),” iiberlappt. Unter Beriicksichtigung dieses Kriteriums lautet die Definition
der Menge P wie folgt:

P={alacP v ér,* -n+d, <0} (5.43)

Uber das erste Argument der Bedingung in GI. 5.43 wird beriicksichtigt, dass Partikel, die im
letzten Zeitschritt in der Menge # enthalten waren, auch in diesem Zeitschritt beriicksichtigt
werden. Diese Bedingung ist, wie weiter unten noch erliutert wird, fiir einen Einstromrand er-
forderlich. Bei dem Szenario in Abb. 5.15¢ wird das zweite Argument der Bedingung in GI. 5.43
sowohl fiir das Partikel a als auch fiir das Partikel a; erfiillt. Da nun zwei Partikel Teil der Menge
P sind, wird im Pradiktor-Schritt die Summe beider Masseninkremente 6m2§ und (5m2’,; gebil-
det, um das Massenungleichgewicht Am; zu bestimmen. Wie bereits erlautert wurde, wird im
Korrektor-Schritt fiir eine weitere Massenénderung m,, ™" zuerst das Partikel beriicksichtigt, das
nach der Verschiebung 6r,” den geringsten Partikel-Rand-Abstand (r), + 6r,” — r,) - n aufweist.
In dem dargestellten Fall wird demnach zuerst versucht, das Massenungleichgewicht iiber das
Partikel a; auszugleichen. Da dies nicht vollstindig umsetzbar ist, wird im zweiten Korrektor-
Schritt das Partikel a, fiir eine weitere Massendnderung 6m;;* herangezogen. Dadurch kann
das Massenungleichgewicht Am; vollkommen ausgeglichen werden. Allen Szenarien in Abb.
5.15 ist gemein, dass die Masse des Partikels a; zu m"*! = 0kg reduziert wird. In diesem Fall

al —
wird das Partikel a; am Ende des Zeitschritts aus dem Rechengebiet entfernt.

Der zweite Fall, bei dem ein Massenungleichgewicht Am; am Ende des Zeitschritts beste-
hen bleibt, ist in Abb. 5.16 veranschaulicht. Dieser Fall betrifft ebenfalls nur Ausstromriander
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Abbildung 5.17: Ablauf des Algorithmus fiir den Fall der Generierung eines neuen
Partikels

(om} < 0). Die dargestellte Konfiguration ist dadurch charakterisiert, dass die Summe der
Massenénderungen dm;’ und 6m,’, im Prédiktor-Schritt negativ aber betragsmiBig groBer
als die Massendnderung 6m| des Randsegments ist. Dadurch entsteht ein positives Massenun-
gleichgewicht Amj. Fiir den Fall eines einzigen Partikels wurde diese Konfiguration bereits in
Abschnitt 5.4.5 kurz erldutert. Der gemil} den zuvor dargestellten Konfigurationen konsistente
Ansatz zum Ausgleich des Massenungleichgewichts ist eine entsprechende VergroBerung der
Masse des Partikels a; tliber ein Masseninkrement 6mv **. Dieses Vorgehen ist jedoch kritisch,
da es zu einer Akkumulation von Partikelmasse und Partlkeln an dem Rand kommen kann.
Dies wurde wihrend der Verifizierung des Algorithmus festgestellt. Daher wird diese Art von

Massenungleichgewicht nicht ausgeglichen. Dies ist in Abb. 5.16 dargestellt.

Zuletzt wird noch ein wichtiger Prozess an einem Einstromrand dargelegt, iber den neue Partikel
im Rechengebiet erzeugt werden. Dazu sind in Abb. 5.17 zwei Zeitschritte (v — v + 1 und
v+ 1 — v +2) an einem Einstromrand dargestellt. Das Partikel a; beriihrt zu Beginn des
Zeitschritts v — v + 1 den Rand und war somit zum Ende des letzten Zeitschritts Teil der Menge
P. Die Masse m,, des Partikels a; ist zu Beginn des ersten dargestellten Zeitschritts kleiner
als die Referenzmasse m et = rfefpo, wobei pg die Referenzdichte des Fluids reprisentiert (vgl.
Abschnitt 3.4). Das Partikel wird im Priadiktor-Schritt vom Rand weg advektiert. Damit ergibt
sich nach der Verschiebung 6r2’j keine Uberlappung zwischen dem Partikel und dem Rand.
Das zweite Argument der Bedingung in Gl. 5.43 ist daher nicht erfiillt. Nur durch das erste
Argument der Bedingung in GI. 5.43 bleibt das Partikel Teil der Menge #. Basierend auf dem
ersten Argument der Bedingung in Gl. 5.43 wire die Zugehorigkeit des Partikels zu der Menge P
allerdings endlos. Das Partikel wiirde eine impraktikabel gro3e Masse erreichen. Um die Masse
eines Partikels zu limitieren, wird daher am Ende des Zeitschritts eine zweite Aktualisierung
der Menge P durchgefiihrt. Hierbei handelt es sich um eine Fluchtbedingung fiir das Partikel,
um eine Beendigung der Interaktion zwischen dem Partikel und dem Rand zu erreichen:

P={alaecP A m <mpe} (5.44)
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v+1

Durch das zweite Argument der Bedingung wird erreicht, dass Partikel mit einer Masse m,

groBer oder gleich der Referenzmasse m.r aus der Menge P entfernt werden. Das erste Argument
ist notwendig, damit der Menge % keine zusitzlichen Partikel hinzugefiigt werden. Bei dem Fall
in Abb. 5.17 tritt das zweite Argument in GI. 5.44 fiir das Partikel a; in Kraft. Das Partikel a
wird daher am Ende des ersten Zeitschritts aus der Menge # entfernt. Zu Beginn des zweiten
Zeitschritts ist die Menge P daher leer. Das Partikel a; wird im Priadiktor-Schritt weiter von dem
Rand weg advektiert. Es besteht keine Uberlappung zwischen dem Partikel a; und dem Rand.
Damit ist das Partikel a; wihrend des zweiten Zeitschritts gemaB Gl. 5.43 nicht Teil der Menge
#. Im Pridiktor-Schritt wird somit ein Massenungleichgewicht Am’*! = §m'*! bestimmt,
das aufgrund der leeren Menge P nicht kompensiert werden kann. Daher muss im Korrektor-
Schritt ein neues Partikel a; an der Position des Randsegments ry generiert werden. Dieses
Partikel erbt bei seiner Generierung den Stromungszustand des Randsegments (X,,> = Xj)
und wird der Menge # hinzugefiigt. Damit steht nun ein Partikel zur Verfiigung, um das
Massenungleichgewicht zu kompensieren, wie in Abb. 5.17 dargestellt ist.

5.5 Zwischenfazit und Anmerkungen zur Implementierung sowie zum Pro-
grammablauf

In diesem Kapitel wurde ein einheitliches Konzept fiir einfache offene und gekoppelte Randbe-
dingungen entwickelt. Auf Basis der Zielsetzung (vgl. Abschnitt 2.4) soll in dem Verfahren die
Anwendung statischer Geisterpartikel zur Diskretisierung des Geistergebiets vorgesehen werden.
Hieraus ergibt sich unmittelbar, dass Anséitze zur Advektion von Partikeln am Rand auf Basis von
Pufferzonen nicht anwendbar sind. Daher wurde in Abschnitt 5.4 ein Algorithmus entwickelt,
iiber den randnahe Partikel eine zeitlich kontinuierliche Anderung der Masse erfahren und inner-
halb des inneren Rechengebiets am Rand erzeugt und geloscht werden. Der zentrale Bestandteil
des in diesem Kapitel entwickelten Verfahrens sind die Randsegmente, die den Gebietsrand
besetzen. Diese Randsegmente wurden eingefiihrt, um den Stromungszustand des Rands zu
bestimmen. Zur Berechnung des Randzustands wurde das NSCBC-Verfahren eingefiihrt. Mit
diesem Verfahren lassen sich sowohl Randbedingungen als auch Kopplungsbedingungen auf
eine konsistente und insbesondere einheitliche Weise definieren. Uber den Randzustand wird
zum einen die zeitlich kontinuierliche Massendnderung der randnahen Partikel definiert. Zum
anderen wird der Zustand der Geisterpartikel im Falle von einfachen offenen Réandern von den
Randsegmenten extrapoliert. Fiir gekoppelte Réinder wird der Zustand der Randsegmente an
den Flachenelementen des FV-Rechengebiets aufgeprigt. Als Verbindungsglied zwischen den
Flichenelementen des FV-Rechengebiets und der Massenidnderung randnaher Partikel werden
die Randsegmente genutzt, um die Abweichung der Massenstrome der gekoppelten Rechenge-
biete zu jedem Zeitpunkt als auch an jedem Ort des Kopplungsrands zu minimieren. Insgesamt
wurden fiir die drei Bestandteile des Verfahrens (Massenidnderung randnaher Partikel, Randseg-
mente, statische Geisterpartikel) einheitliche Ansétze fiir gekoppelte und einfache offene Rénder
entwickelt.
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Der Programmcode fiir das in dieser Arbeit erlduterte SPH-Verfahren und entsprechend auch fiir
das in diesem Kapitel erlduterte Verfahren zur Berechnung von einfachen offenen Randbedin-
gungen und Kopplungsbedingungen wurde von Grund auf in der Programmiersprache Python
geschrieben. Wihrend diese interpretierte Programmiersprache eine ziigige Entwicklung sowie
Anpassung des Codes erlaubt, ist die Geschwindigkeit bei der Ausfiihrung des Programms deut-
lich schlechter als bei maschinennahen Programmiersprachen. Daher wurden leistungskritische
Programmteile mit der Programmiersprache Cython (Dalcin et al., 2011) geschrieben. Dieser
Python-dhnliche Programmcode kann in die maschinennahe Programmiersprache C iibersetzt
und anschlieend kompiliert werden. Hierdurch konnte ein guter Kompromiss zwischen ef-
fizienter Programmierung und Ausfiihrung gefunden werden. Dennoch sollten die Verfahren
zukiinftig in einen performanteren Code implementiert werden.

Fiir das FV-Verfahren wurde ein Loser in der Open-Source-CFD-Software OpenFOAM (Wel-
ler et al., 1998) programmiert. Dabei wurde dasselbe physikalische Modell wie im SPH-
Verfahren implementiert (vgl. Kapitel 3). Als Losungsverfahren wird das PIMPLE-Verfahren'#
in OpenFOAM genutzt. Fiir die zeitliche Diskretisierung der Erhaltungsgleichungen wird ein
implizites Euler-Zeitschrittverfahren gewihlt, das die Konsistenzordnung 1 hat. Fiir die raumli-
che Diskretisierung der Gradienten- und Diffusionsterme wird ein Zentraldifferenzenverfahren
verwendet. Divergenzterme werden entweder mit einem Upwind-Verfahren oder einem Total-
Variation-Diminishing(TVD)-Verfahren diskretisiert. In den nachfolgenden Kapiteln wird er-
wihnt, welches der beiden Verfahren angewendet wird.

Die Kommunikation zwischen den beiden Programmcodes sowie die Parallelisierung des SPH-
Codes werden mit Message Passing Interface (MPI) (Gabriel et al., 2004) realisiert. Eine Par-
allelisierung des FV-Verfahrens mit MPI ist Teil der OpenFOAM-Software. Eine detaillierte
Beschreibung der Architektur fiir die einzelnen Programme sowie deren Kommunikation wiir-
de an dieser Stelle zu weit gehen. In diesem Abschnitt soll lediglich der grobe Ablauf des
Programms erldutert werden. Das SPH-Programm fungiert als Hauptprozess, der innerhalb
der Programmausfiihrung mit MPI je nach Parallelisierung einen oder mehrere Subprozess(e)
fiir das FV-Verfahren startet. In einem Initialisierungsschritt werden Zuordnungslisten erstellt,
tiber die die Prozesse die Stromungsgroflen der jeweiligen Stiitzstellen kontrolliert austauschen
konnen. Zum einen miissen die SPH-Prozesse die Stromungswerte der Randsegmente an die
FV-Prozesse senden. Zum anderen miissen die FV-Prozesse die Stromungswerte an den Stellen
der Geisterpartikel interpolieren und an die SPH-Prozesse senden. Entsprechend miissen die
jeweils anderen Prozesse diese Werte empfangen.

Wihrend eines Zeitschritts v — v + 1 werden zuerst mehrere Schritte im SPH-Programm
durchgefiihrt:

1. Die Interaktionspaare zwischen Randsegmenten und Partikeln sowie zwischen Partikeln
des inneren Rechengebiets und Geisterpartikeln werden identifiziert.

14“Das PIMPLE-Verfahren ist eine Kombination aus den Verfahren Pressure-Implicit-with-Splitting-of-Operators
(PISO) nach Issa (1986) und Semi-Implicit-Method-for-Pressure-Linked-Equations (SIMPLE) nach Patankar
(1980).
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2. Die Partikel-Approximationen der raumlichen Ableitungen, die fiir die Bestimmung der
zeitlichen Anderungsraten der Strdmungsvariablen der Randsegmente und Partikel des
inneren Rechengebiets benotigt werden, werden gemaf Abschnitt 4.6 und Abschnitt 5.2.6
berechnet.

3. Die zeitlichen Anderungsraten der Stromungszustinde der Randsegmente werden gemiB
Abschnitt 5.2.6 berechnet.

4. Die zeitlichen Anderungsraten der Fluidgeschwindigkeit der Partikel des inneren Rechen-
gebiets werden gemill Abschnitt 4.6 vorerst ohne den Korrekturterm fiir die Geschwin-
digkeitsdifferenz ot bestimmit.

5. Die Zeitschrittweite 6¢ wird gemall Abschnitt 4.7 berechnet.

6. Die Stromungszustinde der Randsegmente werden gemil3 Abschnitt 5.2.6 zeitlich in-
tegriert. Dabei werden ggf. Dirichlet-Randbedingungen aufgeprigt. Damit ist der Stro-
mungszustand der Randsegmente zum Zeitpunkt v + 1 verfiigbar.

7. Die Fluidgeschwindigkeiten der Partikel des inneren Rechengebiets werden vorerst ohne
Beriicksichtigung des Korrekturterms fiir die Geschwindigkeitsdifferenz 6 gemil3 Ab-
schnitt 4.7 zeitlich integriert. Daraus resultieren die intermedidren Fluidgeschwindigkeiten
u*, die fiir den Algorithmus zur Massenénderung randnaher Partikel benotigt werden.

8. Die Geschwindigkeitsdifferenzen 6 auf Basis des Partikelverschiebungsansatzes wer-
den gemédll Abschnitt 4.4.4 bestimmt.

9. Der Algorithmus zur Massenidnderung randnaher Partikel wird gemaf3 Abschnitt 5.4 ausge-
fiihrt. Daraus resultieren die Massenquellterme 72® und die Geschwindigkeitsdifferenzen
i

10. Die Gesamtgeschwindigkeitsdifferenzen 6t werden aus der Summe der Komponenten
6a® und 6a? bestimmt.

11. Die zeitlichen Anderungsraten der Stromungszustinde und der Massen der Partikel des
inneren Rechengebiets werden gemifl Abschnitt 4.6 bestimmt.

12. Die Stromungszustinde und Massen der Partikel des inneren Rechengebiets werden gemif3
Abschnitt 4.7 zeitlich integriert. Damit ist der Stromungszustand der Partikel des inneren
Rechengebiets zum Zeitpunkt v + 1 verfiigbar.

Nach diesen Schritten sind die Stromungszustinde sowohl der Randsegmente als auch der Parti-
kel des inneren Rechengebiets fiir den Zeitpunkt v + 1 bestimmt. Da bei dem FV-Programm ein
implizites Zeitschrittverfahren angewendet wird, wird der Stromungszustand der Randsegmente
des Zeitpunkts v+1 mit MPI an die FV-Prozesse iibertragen und an den Flichenelementen des Ge-
bietsrands des FV-Rechengebiets als Dirichlet-Randbedingungen aufgeprigt. Unter Anwendung
dieser Kopplungsbedingungen und ggf. weiterer Randbedingungen wird der Stromungszustand
der Zellen des FV-Rechengebiets zeitlich integriert und steht daher auch zum Zeitpunkt v + 1
zur Verfligung. Als letzter Schritt werden die Stromungszustinde der Geisterpartikel, die bisher
nur zum Zeitpunkt v definiert waren, fiir den Zeitpunkt v + 1 berechnet. Fiir Kopplungsrander
wird das Interpolationsverfahren gemil} Abschnitt 5.3.2 angewendet. Hierfiir wird die Interpo-
lation im FV-Programm durchgefiihrt, und die Ergebnisse werden mit MPI an die SPH-Prozesse
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gesendet. Fiir nichtgekoppelte Rénder wird das Extrapolationsverfahren gemall Abschnitt 5.3.1
angewendet. Nach diesem Schritt stehen die Stromungszustinde aller Stiitzstellen zum Zeitpunkt
v + 1 zur Verfiigung, und es kann mit dem néchsten Zeitschritt fortgefahren werden.

Wie an mehreren Stellen erwahnt wurde, lasst das in dieser Arbeit entwickelte Verfahren ver-
schiedene Variationsmoglichkeiten zu. Diese werden in Anhang A.5 anhand einfacher ein-
dimensionaler Testfille mit offenen Réandern untersucht. Das Ziel der Untersuchung ist, ein
SPH-Verfahren zu definieren, das bei Anwendung auf Problemstellungen mit offenen Rindern
moglichst genau und stabil ist sowie eine sehr gute Massenerhaltung aufweist. Die wesentlichen
Ergebnisse dieser Untersuchung sind im folgenden Kapitel 6 zusammengefasst. Das in Kapitel
6 ausgewihlte SPH-Verfahren wird darauf folgend in Kapitel 7 anhand komplexer zweidimen-
sionaler Testfélle sowohl mit einfachen offenen als auch gekoppelten Rindern validiert.






6 Analyse und Optimierung des SPH-Verfahrens mit offenen
Randern

In Kapitel 4 und Kapitel 5 wurden das SPH-Verfahren und das neue Verfahren zur Behandlung
offener sowie gekoppelter Rander dargestellt. Die eingefiihrten Ansitze lassen verschiedene
Variationsmoglichkeiten zu, die einen signifikanten Einfluss auf die Genauigkeit, die Stabilitat
und die Erhaltung konservativer GroBen haben konnen. Diese Variationsmoglichkeiten wer-
den im Rahmen dieser Arbeit untersucht. Das Ziel der Untersuchung ist, ein SPH-Verfahren
zu definieren, das bei Anwendung auf Problemstellungen mit offenen Rindern moglichst ge-
nau und stabil ist sowie eine sehr gute Massenerhaltung aufweist. Die detaillierten Ergebnisse
dieser Untersuchung sind in Anhang A.5 gezeigt. In diesem Kapitel werden die verwendete
Bewertungsmethodik und die wesentlichen Erkenntnisse der Untersuchung dargestellt.

Die untersuchten Variationen werden im Folgenden kurz zusammengefasst. In Anhang A.5
wird die Motivation zur Untersuchung der jeweiligen Variation detaillierter diskutiert. Die
Variationen betreffen insbesondere die Ansitze zur Verringerung der numerischen Unzuldng-
lichkeiten der SPH-Methode, die in Abschnitt 4.4 erlautert wurden. Zu diesen Ansitzen zdhlen
das Korrekturverfahren fiir den Kernel-Gradienten, die Berechnung der Fluiddichte iiber die
diskrete Approximation, der Dichtediffusionsansatz und der Partikelverschiebungsansatz. Es
wurde in Abschnitt 4.4 darauf hingewiesen, dass diese Ansdtze neben der Verbesserung der
Stabilitdt des Verfahrens auch negative Eigenschaften aufweisen konnen. Daher sollten diese
Ansitze nur auf Basis einer sorgfiltigen Bewertung eingesetzt werden. Des Weiteren wurde in
Abschnitt 4.5 diskutiert, wie die Partikel-Approximation der Erhaltungsgleichungen unter An-
wendung von Korrekturtermen fiir die Geschwindigkeitsdifferenz 6l definiert werden muss. Der
SPH-ALE-Ansatz und die damit verbundene Einbindung des Divergenzterms der Geschwindig-
keitsdifferenz wurde in dieser Arbeit ausgeschlossen (vgl. Abschnitt 4.5). Dadurch besteht eine
Problematik hinsichtlich der Konsistenz und der Erhaltung der betreffenden Gleichungen (vgl.
Abschnitt 4.5). Als Konsequenz aus der Vernachladssigung des Divergenzterms der Geschwin-
digkeitsdifferenz musste ein Dichtekorrekturterm eingefiihrt werden, der als Skalarprodukt aus
der Geschwindigkeitsdifferenz 6t und dem Dichtegradienten definiert ist. AuBerdem muss eine
konsistente Einbindung des Dichtediffusionsterms in den Stromungsgleichungen gewéhrleistet
werden. Sowohl der Dichtekorrekturterm als auch der Dichtediffusionsterm konnen dabei entwe-
der als Terme zur Massenéinderung oder als Terme zur Volumenénderung herangezogen werden.
Dartiber hinaus soll der Einfluss bestimmter Besonderheiten des in dieser Arbeit entwickelten
Ansatzes zur Behandlung offener Rénder bewertet werden. Hierzu zé&hlt zum einen die in Ab-
schnitt 5.3.1 eingefiihrte lineare Extrapolation der Stromungsgréflen an den Geisterpartikeln.
Zum anderen wurde in Abschnitt 5.4 erlautert, dass die Gleichheit der konvektiven Massenstro-
me der Partikel und Randsegmente an einem offenen Rand nicht immer am Rand erzwungen
werden darf. Auch diese Malnahme wird in Anhang A.5 beleuchtet.

Im Folgenden wird kurz auf die Bewertungsmethodik eingegangen, die in diesem Kapitel ange-
wendet wird. Die Analyse wird auf die Anwendung von Rechengebieten mit einfachen offenen
Réndern beschrinkt. Die Schlussfolgerungen, die auf Grundlage der Ergebnisse dieser Untersu-
chung getroffen werden, lassen sich auf den Fall mit gekoppelten Randern {ibertragen, da sich die
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zu untersuchenden Variationen lediglich auf die SPH-Methode beschrinken und nicht die FV-
Methode betreffen. Die Untersuchung wird an zwei generischen und eindimensionalen Testfédllen
durchgefiihrt. Hierbei besteht gegeniiber mehrdimensionalen Testfdllen der Vorteil, dass eine
Analyse sehr viel detaillierter durchgefiihrt werden kann. Es werden Referenzlosungen dieser
Testfille bereitgestellt, die analytisch oder auf Basis der FV-Methode generiert wurden. Diese
Referenzlosungen werden genutzt, um die Genauigkeit der SPH-Simulationen zu bewerten.

Um die Einfliisse der einzelnen zuvor erlduterten Variationen der SPH-Methode zu bewerten, be-
darf es auBerdem einer Referenzkonfiguration fiir die SPH-Methode. Die Referenzkonfiguration
des SPH-Verfahrens ist durch die folgenden Eigenschaften charakterisiert:

* Die Kontinuititsgleichung (Gl. 4.77) wird anstatt der diskreten Approximation (vgl. Ab-
schnitt 4.4.2) zur Berechnung der Dichte herangezogen.

* Die Diskretisierungen der Erhaltungsgleichungen gemifl Gl. 4.77 und Gl. 4.79 werden
angewendet, um die zeitlichen Anderungsraten der Fluiddichte und der Partikelmasse zu
berechnen. Sowohl der Dichtekorrekturterm als auch der Dichtediffusionsterm bewirken
eine Massendnderung der Partikel. Die Gl. 4.80 wird, allerdings ohne Bertlicksichtigung
des Dichtediffusionsterms, zur Berechnung der Anderungsrate der Fluidgeschwindigkeit
verwendet.

* Bei der Berechnung aller in den zuvor genannten Gleichungen vorkommenden SPH-
Operatoren werden Interaktionen mit Geisterpartikeln beriicksichtigt. Dariiber hinaus wird
bei allen Operatoren die Korrektur des Kernel-Gradienten angewendet (vgl. Abschnitt
4.4.1).

* Der Dichtediffusionsterm wird geméf} den Definitionen in Gl. 4.42 und Gl. 4.43 angewen-
det.

* Der Partikelverschiebungsansatz wird gemafl der Definition der Partikelbeschleunigung
in Gl. 4.53 angewendet.

* Der Ansatz zur Behandlung offener Randbedingungen wird gemaf Kapitel 5 angewendet.

In Anhang A.5 wird fiir jede durchgefiihrte Simulation nur eine einzige Eigenschaft der SPH-
Methode geidndert. Die Simulationsergebnisse der entsprechenden Konfiguration der SPH-
Methode werden dann hinsichtlich der Genauigkeit, der Stabilitdt und der Erhaltung der Masse
mit den Simulationsergebnissen der Referenzkonfiguration verglichen. Somit kann der Einfluss
jeder Eigenschaft isoliert bewertet werden. Die Simulationen mit der Referenzkonfiguration
werden im Folgenden und in Anhang A.5 mit der Abkiirzung sim_ref gekennzeichnet.

In Abschnitt 6.1 werden die zwei eindimensionalen Testfélle sowie die fiir die Bewertung
verwendete Auswertemethodik erldutert. Aulerdem werden die Simulationsergebnisse der Re-
ferenzsimulation sim_ref bewertet. Die wesentlichen Erkenntnisse aus den Ergebnissen, die
in Anhang A.5 fiir die einzelnen Variationen der SPH-Methode detailliert erortert werden,
sind in Abschnitt 6.2 zusammengefasst. In Abschnitt 6.3 wird auf Basis dieser Erkenntnisse
eine optimierte Konfiguration der SPH-Methode ausgewihlt und bewertet. Diese optimierte
Konfiguration wird im restlichen Teil dieser Arbeit angewendet.
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6.1 Beschreibung der Testfédlle und Bewertung der Referenzkonfiguration

In diesem Abschnitt werden die zwei eindimensionalen Testfélle (Testfall A und Testfall B)
erldutert. Aulerdem wird eine Bewertung der eingangs dargelegten Referenzkonfiguration des
SPH-Verfahrens durchgefiihrt. Die Testfélle und die Auswertemethodik orientieren sich an der
Veroffentlichung von Werdelmann et al. (2021). Der Zweck der Testfille ist, die Genauigkeit
und Stabilitit sowie die Erhaltung der Masse fiir die verschiedenen Konfigurationen des SPH-
Verfahrens zu untersuchen. Die beiden Testfélle sind bis auf die Anwendung eines Quellterms in
der Impulsgleichung identisch. Auf den Quellterm wird in Abschnitt 6.1.1 niher eingegangen.
Sowohl der Aufbau als auch der Anfangszustand der Testfélle sind in Abb. 6.1 dargestellt. Die
wichtigsten Eigenschaften der Testfélle sind in Tab. 6.1 zusammengefasst. Die Testfdlle werden
durch eine dimensionslose Schreibweise charakterisiert, die wie folgt definiert ist:
I1Co u Py

X
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In Gl. 6.1 sind x4, ¢4, u; und p, der Reihe nach die mit der Ldange L = 1 - 1072 m des Rechen-
gebiets normierte Ortskoordinate x, die mit dem charakteristischen Zeitmall L/c( normierte
physikalische Zeit ¢, die mit der charakteristischen Geschwindigkeit uo normierte Fluidge-
schwindigkeit # und der mit dem Vorfaktor der Zustandsgleichung (vgl. Gl. 3.21) normierte
Fluiddruck p. Wie in Abb. 6.1 dargestellt ist, ist die Ortskoordinate x = x; die erste und fiir
diese Testfille einzig relevante Koordinatenrichtung des Koordinatensystems (x;, x3, x3). Die
Fluidgeschwindigkeit u = u - e, ist die der Koordinatenrichtung x zugeordnete Komponente des
Fluidgeschwindigkeitsvektors u. Die Referenzwerte der Fluiddichte pg, der Schallgeschwin-
digkeit c¢p und der Stromungsgeschwindigkeit uy sowie der Isentropenkoeffizient y und die
dynamische Viskositit u sind in Tab. 6.1 zusammengefasst.

Uber den Referenzwert ¢ der Schallgeschwindigkeit kann der Referenzwert der Mach-Zahl

Ma = ug/co berechnet werden. Dariiber hinaus lisst sich eine charakteristische Reynolds-Zahl

Tabelle 6.1: Fluideigenschaften und weitere charakteristische Groen der Testfille A
und B

Eigenschaft =~ Wert Einheit

Po 1 kg/m’
o 100 m/s
uo 10 m/s

Y 7 -

u 0,001 kg/(ms)
Ma 0,1 —

Re 100 -

L 0,01 m
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Abbildung 6.1: Rechengebiet und Anfangszustand der Testfille A und B. In Anlehnung
an Werdelmann et al. (2021)

Re = pouoL/u definieren. Die entsprechenden Werte der Mach-Zahl und der Reynolds-Zahl
sind ebenfalls in Tab. 6.1 aufgefiihrt. Die Viskositét u ist raumlich und zeitlich konstant.

Das Rechengebiet enthilt zwei offene Rinder. Der linke Rand [ ist durch das Randsegment
s; und die Menge G; der Geisterpartikel charakterisiert. Der rechte Rand r besteht aus dem
Randsegment s, sowie der Menge G, der Geisterpartikel. Die Menge der offenen Rénder wird im
Folgenden mit der GroBe R bezeichnet. Das Randsegment s; bzw. s, ist im Koordinatenursprung
x+ = 0 bzw. an der Stelle x, = 1 positioniert. Am linken Randsegment s; wird eine Dirichlet-
Randbedingung u; + = us (x4 = 0) = 1 fiir die Fluidgeschwindigkeit u aufgeprdgt. Am rechten
Rand wird eine Dirichlet-Randbedingung p, . = p+(x; = 1) = 0 fiir den Fluiddruck aufgeprégt.
An beiden Rindern wird ein Reflexionskoeffizient von |R| = 1 definiert (vgl. Abschnitt 5.2.4).
Am Eintritts- bzw. am Austrittsrand gilt somit die Beziehung £ = £, bzw. £ = — £, zwischen
den Variationen der Wellenamplituden (vgl. Abschnitt 5.2.4).

Die Partikel des Rechengebiets werden in der Partikelmenge $ zusammengefasst. Die Partikel
sind entlang der x-Richtung des Koordinatensystems angeordnet. Im Anfangszustand (vgl. Abb.
6.1) sind die Abstdnde zwischen den Partikeln des Rechengebiets (Menge #) und denen der
Geistergebiete (Mengen G; und G, ) dquidistant. Der Partikelabstand ist dabei gleich dem Refe-
renzpartikelabstandls rref = 1 - 1074 m. Damit ergibt sich eine initiale Anzahl von L/rys = 100
Partikeln der Menge #. Die Glattungsldange des Kernels ist gleich dem Referenzpartikelabstand
(h = rer). Die Zeitschrittweite 6 wird geméal3 Gl. 4.82 berechnet.

Im Anfangszustand wird an allen Partikeln ein Fluiddruck p, = 0 aufgeprigt. Auerdem wird
eine Fluidgeschwindigkeit u, = 0 iiberall mit Ausnahme der Geisterpartikel des linken Rands /
gesetzt. Die Anfangswerte der Geisterpartikel des linken Rands / ergeben sich aus der Randbe-
dingung u; . = 1.

5Der Referenzpartikelabstand 7 ist ein mittlerer Partikelabstand im Rechengebiet und bestimmt damit die
rdumliche Auflosung des SPH-Rechengebiets.
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6.1.1 Testfall mit Impulsquellterm (Testfall A)

Wie zu Beginn dieses Abschnitts bereits erwihnt wurde, unterscheiden sich die beiden Testfille
durch einen Quellterm der Impulsgleichung. Bei dem Testfall A wird auf der rechten Seite
der diskretisierten Impulsgleichung (vgl. Gl. 4.80 in Abschnitt 4.6) des Partikels a des SPH-
Rechengebiets der folgende Quellterm S, hinzuaddiert:

[ 12u u, O]T

Sa = VaSZ mit SZ =1- 2 Y
(H. L)

(6.2)
In Gl. 6.2 ist die GroBe u, die Fluidgeschwindigkeit des Partikels a in x-Richtung. Unter An-
wendung des Quellterms S, gemil Gl. 6.2 in der Impulsgleichung wird mit dem vorliegenden
eindimensionalen Rechengebiet eine Poiseuille-Stromung eines zweidimensionalen Kanals mit
der Kanalhohe H und der Kanallinge L nachgebildet. In dem eindimensionalen Rechenge-
biet stellt sich im stationdren Stromungszustand somit ein Druckgradient ein, der gleich dem
Druckgradienten in dem dquivalenten zweidimensionalen Kanal mit dem Hohe-Linge-Verhiltnis
H, = H/L ist. Das Hohe-Linge-Verhiltnis wird fiir alle nachfolgend beschriebenen Simulatio-
nen zu H, = 0,2 gesetzt. Die Herleitung des Quellterms S, wird von Werdelmann et al. (2021)
gezeigt.

Der Testfall A ist besonders geeignet, um mogliche unphysikalische Fluktuationen des Drucks
und der Geschwindigkeit im Rechengebiet und insbesondere im randnahen Bereich zu analysie-
ren. Diese Analyse ldsst sich besonders gut im Falle eines stationidren Stromungsfelds durchfiih-
ren. Ohne die Anwendung des Quellterms wiirde sich ein homogener Gleichgewichtszustand mit
konstanten Werten der Fluidgeschwindigkeit (u+ = 1) und des Fluiddrucks (p; = 0) einstellen.
Dies wiirde bedeuten, dass raumliche Ableitungen der Stromungsvariablen und damit alle Terme
der Erhaltungsgleichungen im Gleichgewichtszustand null ergédben. In diesem Fall wiirden keine
unphysikalischen Fluktuationen auftreten. Bei diesem homogenen Gleichgewichtszustand lie-
Ben sich dariiber hinaus die Effekte der Korrekturterme auf Basis der Geschwindigkeitsdifferenz
ou sowie der Effekt des Dichtediffusionsterms (vgl. Abschnitt 4.5) nicht untersuchen, da diese
Terme ebenfalls null ergeben wiirden. Der Einfluss der extrapolierten Stromungszustinde der
Geisterpartikel (vgl. Abschnitt 5.3.1) wire ebenfalls nicht erkennbar. Durch die Aufpragung des
Quellterms gemif Gl. 6.2 sind die raumlichen Ableitungen aller Terme der Erhaltungsgleichun-
gen im stationdren Stromungszustand ungleich null. Die zuvor erlduterten Unzulidnglichkeiten
werden damit umgangen.

Der dimensionslose Fluiddruck p. und die dimensionslose Fluidgeschwindigkeit u, im statio-
nédren Stromungszustand sind nichtlineare Funktionen der dimensionslosen Ortskoordinate x.
Diese Funktionen konnen analytisch hergeleitet werden (Werdelmann et al., 2021):

Y
+1 v
b, = [um_ (uzﬁ - yy kx+)] 1 (6.3)

v+1

Uy = [1 - kur_:yr X4 (6.4)
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Abbildung 6.2: Rdumliche Verldufe der normierten Stromungsgro3en geméil} den ana-
lytischen Losungen. In Anlehnung an Werdelmann et al. (2021)

Der dimensionslose Parameter k in GI. 6.3 und GI. 6.4 ist wie folgt definiert:

12 yMa?
=22V

- = 6.5

In GI. 6.5 sind die dimensionslosen Kennzahlen Ma = ug/co und Re = pougL/u die Mach-
Zahl und die Reynolds-Zahl, die fiir die in diesem Kapitel verwendeten Randbedingungen in
Tab. 6.1 aufgefiihrt sind. Zur Losung der GlIn. 6.3 und 6.4 ist auerdem die Berechnung der
dimensionslosen Geschwindigkeit u, , am Austrittsrand » notwendig. Diese Geschwindigkeit
lasst sich iterativ aus der folgenden Gleichung bestimmen (Werdelmann et al., 2021):

1
1=u, (ul+ _ 7; k) 6.6)

Die dimensionslose Fluidgeschwindigkeit u, geméf Gl. 6.4 und der dimensionslose Fluiddruck
p+ gemdl Gl. 6.3 sind in Abb. 6.2 iiber der dimensionslosen Ortskoordinate x, dargestellt. Die
Abnahme des dimensionslosen Fluiddrucks p, vom linken zum rechten Rand in Abb. 6.2a ergibt
sich aus dem Druckgradienten der modellierten Poiseuille-Stromung. Aufgrund der (schwachen)
Kompressibilitit des Fluids resultiert eine geringfiigige Abnahme der Fluiddichte, die durch eine
geringfiigige Zunahme der dimensionslosen Fluidgeschwindigkeit u#, vom linken zum rechten
Rand kompensiert wird (vgl. Abb. 6.2b). Das Verhiltnis aus den Fluidgeschwindigkeiten am
Austritts- und Eintrittsrand entspricht gleichzeitig dem Verhéltnis der Fluiddichten am Eintritts-
und Austrittsrand.

Insgesamt wird ein dimensionsloses physikalisches Zeitintervall von 7, = [0;200] durch die
Simulationen erfasst. Das Ergebnis der SPH-Simulation fiir den Fluiddruck p. bzw. die Fluid-
geschwindigkeit u, an den beiden Réindern / und r ist in Abb. 6.3a bzw. Abb. 6.3b iiber dem
genannten Bereich der dimensionslosen physikalischen Zeit 7, dargestellt. Fiir diese Simulation
wurde die eingangs erlduterte Referenzkonfiguration sim_ref des SPH-Verfahrens verwen-
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Abbildung 6.3: Zeitliche Verldufe der normierten Stromungsgro3en an den Randseg-
menten der Ridnder / und r. Die analytischen Losungen des normierten
Fluiddrucks am Eintrittsrand / und der normierten Fluidgeschwindig-
keit am Austrittsrand r fiir den stationdren Stromungszustand sind durch
die schwarzen horizontalen gestrichelten Linien dargestellt

det. Am Eintritts- bzw. am Austrittsrand ist die Geschwindigkeit bzw. der Druck aufgrund der
Dirichlet-Randbedingung zeitlich konstant. In Abb. 6.3a bzw. in Abb. 6.3b ist auerdem die
analytische Losung des Fluiddrucks am Eintrittsrand [ bzw. der Fluidgeschwindigkeit am Aus-
trittsrand r als schwarze horizontale gestrichelte Linie dargestellt. Der Beginn der Simulation
ist durch einen instationdren Zeitraum gepréigt. Wihrend dieses Zeitraums wird der Stof3, der
aufgrund der zum Anfangszeitpunkt ¢z, = 0 aufgeprigten Unstetigkeit der Geschwindigkeit am
Eintrittsrand entsteht, mehrfach durch das Rechengebiet advektiert und an den Réndern reflek-
tiert. Ab der dimensionslosen Zeit 7, = 100 wird das System als stationdr angesehen. Fiir den
Testfall A ist ausschlielich der stationédre Zeitraum ¢, = [100;200] relevant. Dieser Zeitraum
ist in Abb. 6.3a und in Abb. 6.3b durch das Rechteck mit schwarzer Strichpunktlinie gekenn-
zeichnet. Im Folgenden wird die Menge der berechneten Zeitpunkte innerhalb dieses Bereichs
mit der GroBe N bezeichnet. Die Differenz zwischen der physikalischen Zeit zum Ende und zu
Beginn dieses Zeitraums wird mit der Groe T bezeichnet.

Im Folgenden werden mathematische GroBen definiert, die zur Bewertung der SPH-Methode
herangezogen werden. Die analytischen Losungen der Stromungsvariablen dienen als Referenz-
und NormierungsgrofSen. Die Werte der Stromungsvariablen gemif3 der analytischen Losung
werden mit dem Index A gekennzeichnet. Uber den Index i wird im Folgenden ein Element
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des Rechengebiets gekennzeichnet. Solch ein Element kann entweder ein Teil der Menge R der
offenen Rinder des Rechengebiets darstellen oder eine zusitzliche Stiitzstelle innerhalb des Re-
chengebiets repriasentieren. Die Menge dieser zusitzlichen Stiitzstellen wird im Folgenden mit
der Grofle D bezeichnet. Die Positionen der Stiitzstellen der Menge O sind an den Anfangsposi-
tionen, also an den Positionen zum Anfangszeitpunkt 7, = 0, der Partikel des Rechengebiets (vgl.
Abb. 6.1) definiert. Die Stiitzstellen der Menge O sind im Gegensatz zu den Partikeln des Re-
chengebiets statisch. Zu jedem Zeitpunkt werden die Stromungsvariablen von den Partikeln des
Rechengebiets und den Geisterpartikeln an diesen Stiitzstellen iiber die Partikel-Approximation
gemil GI. 4.11 interpoliert. Somit ldsst sich neben den Randsegmenten an weiteren festen
Positionen innerhalb des Rechengebiets eine zeitliche Mittelung der Stromungsvariablen durch-
fiihren.

Um die Genauigkeit des SPH-Verfahrens zu bewerten, wird die normierte Abweichung zwischen
dem zeitlichen Mittelwert ¢; , einer Stromungsvariablen ¢, und der entsprechenden analytischen
Losung ¢z, + = ¢a.+(x+ = x4;) an einer der zuvor genannten Stiitzstellen i € R U D an der
Position x, ; definiert:

¢i,+ - ¢ﬂ,i,+

|¢5‘I,l,+ - ¢:ﬂ,r,+|

err; (¢;) = YVieRUD (6.7)
Die GroBe ¢ in Gl. 6.7 kann stellvertretend fiir den Fluiddruck p oder die Fluidgeschwindigkeit
u stehen. Die Normierung der Abweichung in Gl. 6.7 wird durch den Absolutwert der Differenz
der analytischen Losungen ¢4+ und ¢4, an den Positionen des Eintrittsrands / und des
Austrittsrands r definiert. Der Mittelwert ¢; . ergibt sich aus einer zeitlichen Mittelung der
Werte der Stromungsgrofe ¢; + zu den Zeitpunkten der Menge N, zu denen das Stromungsfeld
stationdr ist:

i} 1 _

A Z ¢! VieRUD (6.8)

r veN

In Gl. 6.8 sind ¢;, und 67" der Wert der GroBie ¢; . und die Zeitschrittweite 67 zum Zeitpunkt
v € N.In Abb. 6.4a und Abb. 6.4b sind die normierten Abweichungen der Stromungsvariablen
von den entsprechenden analytischen Losungen an den Stiitzstellen i € D (Kreise) sowie an
den Randsegmenten i € R (Rechtecke) gemdBl GI. 6.7 dargestellt. Die Ergebnisse beziehen
sich erneut auf die Simulation mit der Referenzkonfiguration des SPH-Verfahrens. Im Falle des
Fluiddrucks am Austrittsrand und der Fluidgeschwindigkeit am Eintrittsrand sind die Abwei-
chungen gleich null, da an diesen Stiitzstellen Dirichlet-Randbedingungen aufgeprigt werden,
die den analytischen Losungen entsprechen.

Ein représentativer Mittelwert der lokalen Abweichungen err; (¢;) an den Stiitzstellen i € D
wird iiber die Wurzel der mittleren Quadratsumme dieser Abweichungen berechnet:

errp (6) = \ |7 > ferm ()1 ©9)

€D

In Gl. 6.9 ist die GroBe |D| die Anzahl der Stiitzstellen der Menge D.
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Abbildung 6.4: Riaumliche Verteilungen der normierten Abweichungen der zeitlich ge-
mittelten Stromungsgroen von den entsprechenden analytischen Lo-
sungen (oben) und rdumliche Verteilungen der normierten zeitlichen
Fluktuationen der Stromungsgroflen (unten). In Anlehnung an Werdel-
mann et al. (2021)

In Abb. 6.3c und Abb. 6.3d sind die zeitlichen Verldufe des Fluiddrucks und der Fluidge-
schwindigkeit wahrend des stationdren Zeitraums im Vergleich zu Abb. 6.3a und Abb. 6.3b
deutlich vergroBert dargestellt. Es ist ersichtlich, dass die Stromungsvariablen um einen Mittel-
wert fluktuieren. Diese zeitlichen Fluktuationen sind unphysikalisch. Zur Quantifizierung der
unphysikalischen zeitlichen Fluktuation der GroBe ¢; . an einer Stiitzstelle i € R U D um den an
derselben Stiitzstelle gemiB Gl. 6.8 berechneten Mittelwert ¢; . wird ebenfalls die Wurzel der
mittleren Quadratsumme verwendet:

1 ¢;, — @i ’
erry; (94) = | 7 Z( by T ) VieRUD (6.10)

INI S\ ¢t = dars]
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In GI. 6.10 ist die GroBe |N| die Anzahl der Zeitpunkte, die zur Mittelung genutzt werden.

In Abb. 6.4c und Abb. 6.4d sind die gemil Gl. 6.10 gemittelten zeitlichen Fluktuationen an den
Stiitzstellen i € D (Kreise) sowie an den Randsegmenten i € R (Rechtecke) dargestellt. Fiir
den Fluiddruck am Austrittsrand und die Fluidgeschwindigkeit am Eintrittsrand ist die zeitliche
Fluktuation gleich null, da die entsprechenden Werte der Stromungsvariablen aufgrund der Auf-
pragung von Dirichlet-Randbedingungen zeitlich konstant sind. Aus Abb. 6.4c und Abb. 6.4d
wird ersichtlich, dass die zeitlichen Fluktuationen im Bereich nahe den Rindern groBer sind
als im Innern des Rechengebiets. Dies liegt an der verhéltnismiBig inhomogenen rdumlichen
Verteilung der Partikel im randnahen Bereich. Allerdings sind die Fluktuationen auch im randna-
hen Bereich auf einem vergleichsweise niedrigen und fiir ingenieurméfige Belange akzeptablen
Niveau. Ein reprisentativer Mittelwert der zeitlichen Fluktuationen an den Stiitzstellen i € D
wird auerdem wie folgt definiert:

1
err; p (¢+) = @ Z err;; (¢+) (6.11)

€D

Die zuvor eingefiihrten Kenngrof3en werden zur Bewertung der Genauigkeit und der Stabilitét der
in diesem Kapitel und in Anhang A.5 diskutierten Simulationen angewendet. Fiir die Simulation
mit der Referenzkonfiguration sim_ref des SPH-Verfahrens sind diese Kennwerte in Tab. 6.2
dargestellt. Die Tabelle ist folgendermaBen strukturiert: In der ersten Spalte (,,Feld*) ist die
Stromungsvariable genannt, auf die sich die Kenngrofe bezieht. Der Typ der Kenngrofle (err;
fiir Abweichung und err; ; fiir Fluktuation) ist in der zweiten Spalte (,,Operator*) aufgefiihrt. Der
dritten Spalte (,,Element®) kann das Element i des Rechengebiets entnommen werden, an dem
der Operator ausgefiihrt wird. In der vierten Spalte (,,GroBe*) ist schlieBlich die Kombination
aus den ersten drei Spalten aufgefiihrt, auf die sich die Werte in den nachfolgenden Spalten
(,.Wert") beziehen. Die Grof3e err;(p+) bzw. err; o (u4) in der Spalte ,,Grofle” ist beispielsweise
die normierte Abweichung des Fluiddrucks am Eintrittsrand / gemif3 Gl. 6.7 bzw. die iiber die

Tabelle 6.2: Kennwerte fiir die Genauigkeit und die Fluktuationen der Stromungsgréfen
als Ergebnis der Simulationen mit der Referenzkonfiguration sim_ref
und der finalen Konfiguration sim_mod des SPH-Verfahrens

Feld Operator Element Grolie Wert
sim_ref sim_mod
err l err;(py) 9,39-1073  941-1073
) ’ D errp(ps)  5,62-1073  563-1073
e err,(p,)  728-107°  566-107°
“op erre p(ps)  929-10° 7741076
err- r err, (u;) 1,68-1073  2,57-1073
. ’ D errp(uy)  7,10-107%  9,75-1074
D err,, (u,)  567-10% 595107
YD err; p(uy)  872-107°  721-107°
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Stiitzstellen der Menge O gemittelte normierte zeitliche Fluktuation der Fluidgeschwindigkeit
gemal Gl. 6.11. Tab. 6.2 ist zu entnehmen, dass die Abweichung err;(p,) des Fluiddrucks an
dem linken Randsegment / ca. 1 % betrigt. Aufgrund des raumlichen Verlaufs der Abweichung
(vgl. Abb. 6.4a) liegt die an den Stiitzstellen der Menge D gemittelte Abweichung erry(p+)
unterhalb dieses Werts. Gleiches gilt auch fiir die Abweichung der Geschwindigkeit, die einen
Maximalwert am rechten Randsegment r von ca. 0,1 % erreicht. Die Kennwerte der zeitlichen
Fluktuationen liegen in der GroBenordnung von 0,001 % bis 0,01 % fiir den Fluiddruck sowie
0,01 % bis 0,1 % fiir die Fluidgeschwindigkeit. Fiir die Referenzsimulation sim_ref ist daher
ein hohes Maf} an Stabilitit festzustellen.

Ein weiterer wichtiger Aspekt zur Bewertung der Simulationen ist die Massenbilanz des SPH-
Rechengebiets. In Anhang A.4 wird die Massenbilanz eines globalen Rechengebiets erliutert,
das in einzelne FV- und SPH-Rechengebiete zerlegt ist. Dabei wird unter anderem die globa-
le unphysikalische Massenéinderungsrate Ami; eines SPH-Rechengebiets j eingefiihrt. Dieses
Massenstromungleichgewicht A ist wie folgt definiert (vgl. Gl. A.53):16

At = =1ty 0 + Z A, (6.12)

Das Ungleichgewicht An setzt sich aus einem Massenquellterm 71, o des Rechengebiets € und
aus den Massenstromungleichgewichten Ari; der Rianderi € R zusammen. Der Massenquellterm
mp o folgt aus nichtreziproken Interaktionen zwischen Partikeln des inneren Rechengebiets.
Das Massenstromungleichgewicht Ari; entsteht durch die Interaktionen zwischen den Partikeln
des inneren Rechengebiets und den Geisterpartikeln sowie aus Abweichungen zwischen den
konvektiven Massenstromen der Partikel und der Randsegmente am Rand i (vgl. Abschnitt 5.4).
Entsprechend den Definitionen in Anhang A.4 ldsst sich GI. 6.12 weiter in einzelne Komponenten
zerlegen:

Am=— npaa = TMpdea + Z( Aritei = Mpai = Tpdci ) (6.13)
——— ~——— ieR N—— —— ——
Dichtediffusion  Dichtekorrektur Konvektives Dichtediffusion  Dichtekorrektur
Rechengebiet Rechengebiet Ungleichgewicht Rand i Rand i
Rand i

Die einzelnen Terme auf der rechten Seite in Gl. 6.13 stellen von links nach rechts gelesen die
Massenquellterme aufgrund von Dichtediffusion und Dichtekorrektur, die Differenz der kon-
vektiven Massenstrome der Randsegmente und der Partikel am Rand i sowie die Massenstrome
aufgrund von Dichtediffusion und Dichtekorrektur am Rand i dar. Der konvektive Massenstrom
der Partikel am jeweiligen Rand i ist dabei als Summe der Massenquellterme 7% der Partikel
definiert (vgl. Gl. 5.22). Der konvektive Massenstrom der Randsegmente am jeweiligen Rand i
ist hingegen iiber die an den Randsegmenten aufgeprigten Fluiddichten und Fluidgeschwindig-
keiten definiert (vgl. Gl. 5.23). Die iibrigen Massenstrome sind durch die Summe der Beitrige
der Interaktionen zwischen den Partikeln des inneren Rechengebiets untereinander (Massen-
quellterm) bzw. zwischen den Partikeln des inneren Rechengebiets und den Geisterpartikeln des

1oDer Index j und die Beriicksichtigung gekoppelter Rinder entfallen im Gegensatz zu Gl. A.53 nachfolgend.
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Rands 7 (Randbeitrag) bei der Berechnung des Dichtediffusionsterms und des Dichtekorrektur-
terms definiert. In Anhang A.4 werden die zuvor genannten Groflen detailliert erlautert.

Esistdas Ziel, das Ungleichgewicht Am betragsméfig zu minimieren. Die einzelnen Komponen-
ten des Massenstromungleichgewichts Arir konnten sich gemif3 Gl. 6.13 allerdings gegenseitig
ausgleichen. Daher ist es nicht ausreichend, ausschlieBlich das Ungleichgewicht Arz zu analysie-
ren. Es ist deshalb auch das Ziel, die auf der rechten Seite in Gl. 6.13 genannten Komponenten
betragsmifig zu minimieren. Fiir den Fall, dass die einzelnen Komponenten in Gl. 6.13 nicht
null ergeben, ist es allerdings notwendig, dass die Komponenten sich gegenseitig aufwiegen,
damit die stationdre Losung konsistent ist. Im stationdren Fall soll schlieBlich die Masse des
Rechengebiets konstant sein. Hierfiir muss die zeitliche Anderung der Partikelmasse des Re-
chengebiets null ergeben. Die Anderungsrate 7 p der Partikelmasse des Rechengebiets ist wie
folgt definiert (vgl. Gl. A.50):

My = Mg e g0 — Am (6.14)

In Gl. 6.14 ist die GroBe i, . s gleich der Summe der Massenstrome aller Randsegmente des
gesamten Gebietsrands 0 des Rechengebiets. Idealerweise ist der Gesamtmassenstrom 71, der
Partikel und der Gesamtmassenstrom 7, . g der Randsegmente im stationdren Stromungszu-
stand der Simulationen gleich null. Unter dieser Voraussetzung wiirde gemall Gl. 6.14 per se
kein Ungleichgewicht der Partikelmasse bestehen (Arz = Okg/s). Um im Falle eines Ungleich-
gewichts Ar # 0kg/s im stationdren Stromungszustand der Simulationen dennoch eine zeitlich
konstante Masse des Rechengebiets (112, = 0 kg/s) zu gewihrleisten, muss folglich rit, . g0 = Arit
gelten. Diese Beziehung ist somit fiir stationédre Simulationen von besonders grof3er Bedeutung.

Aufgrund der intrinsischen Instationaritét des vorliegenden SPH-Verfahrens kommt es selbst bei
stationdren Simulationen zu sekundéiren zeitlichen Fluktuationen des Stromungsfelds. Es ist fiir
die Bewertung daher notwendig, zeitliche Mittelwerte der einzelnen hier und in Anhang A.4
definierten Massenstrome anzuwenden. Der mit dem analytischen Wert des Massenstroms

. 2 2
MA = UAL PAL Vg = UAr PAr Tiop (6.15)

normierte zeitliche Mittelwert eines instantanen Massenstroms 7z wird nachfolgend durch die
GroBe M reprisentiert. Beispielsweise ergibt sich fiir den Massenstrom m, in Gl 6.14 der
folgende normierte zeitliche Mittelwert M bt

. 1
M, = —=— Y )t (6.16)

In Tab. 6.3 sind verschiedene normierte zeitliche Mittelwerte der Massenstrome fiir die Simu-
lation mit der Referenzkonfiguration sim_ref des SPH-Verfahrens dargestellt. Anhand dieser
Tabelle lassen sich die wesentlichen Zusammenhinge der Massenerhaltung nachvollziehen. Die
Tabelle ist in drei Blocke unterteilt. Die Massenstrome im Block ,,Partikel” bzw. im Block
,Randsegmente* sind fiir die Partikel bzw. Randsegmente definiert und mit dem Index ,,p* bzw.
,.8° versehen. Der Block ,,Global* enthilt Kombinationen der Massenstrome der Partikel und
Randsegmente. In der ersten Spalte (,,Kategorie*) ist der Ursprung des Massenstroms aufge-
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fiihrt. Der Massenstrom kann entweder aufgrund von Konvektion (Index ,,c*), Dichtediffusion
(Index ,,d*‘) oder Dichtekorrektur (Index ,,dc*) entstehen. Mit dem Eintrag ,,alle* in der Spalte
,Kategorie* ist die Summe der Massenstrome aller Kategorien gemeint. In der zweiten Spalte
(,,Bereich®) ist der Teil des Rechengebiets genannt, auf den sich der Massenstrom bezieht. Die-
ser kann entweder den Eintrittsrand (Index ,,/*‘), den Austrittsrand (Index ,,7*), den gesamten
Gebietsrand (Index ,,0Q) oder das innere Rechengebiet (Index ,,Q*) repréisentieren. Mit dem
Eintrag ,,alle” in der Spalte ,.Bereich* ist die Summe der Massenstrome des gesamten Rands
0Q und des inneren Rechengebiets Q gemeint. In der dritten Spalte (,,GroBe*) ist schlielich
die Kombination aus den ersten zwei Spalten aufgefiihrt, auf die sich die Werte in der vierten
Spalte (,,Wert*) beziehen. Die verschiedenen Gréen werden in Anhang A.4 detailliert anhand
von Abb. A.2 erliutert.

Nachfolgend werden fiir die Simulation mit der Referenzkonfiguration sim_ref des SPH-
Verfahrens die wesentlichen Zusammenhénge der Massenerhaltung anhand von Tab. 6.3 erléu-
tert. Die nachfolgend genannten Massenstrome sind als zeitlich gemittelt und mit dem analyti-
schen Wert 714 des Massenstroms normiert zu verstehen. Der konvektive Massenstrom M pel
bzw. M, . der Partikel am linken Rand / bzw. am rechten Rand r ist betragsmiBig nahezu iden-
tisch mit dem analytisch berechneten Massenstrom iz #. Gleiches ist auch fiir den konvektiven
Massenstrom MS,C,I bzw. MS,CJ der Randsegmente am linken Rand / bzw. am rechten Rand r fest-
zustellen. Anhand des fiir den gesamten Rand summierten konvektiven Massenstroms M p.c,0Q
bzw. M . s der Partikel bzw. der Randsegmente konnen geringfiigige Abweichungen zwischen
den Massenstromen der unterschiedlichen Rinder konstatiert werden. Diese Ungleichgewichte
liegen in der GroBenordnung eines Zehntausendstels und konnen daher als gering bewertet wer-
den. Auch die Massenstrome der Dichtediffusion konnen insgesamt als gering bewertet werden.
Der Massenstrom der Dichtediffusion Mp,d,l bzw. Mp,d,r am linken Rand / bzw. am rechten
Rand r liegt in der GroBenordnung eines Tausendstels. Der Massenstrom M, s o der Dichte-
diffusion bezogen auf Interaktionen zwischen Partikeln des inneren Rechengebiets ist um ein
Vielfaches geringer. Daher ist der Gesamtmassenstrom Mp,d der Dichtediffusion nahezu gleich
dem Dichtediffusionsmassenstrom Mp,d,ag des Rands 0Q. Diese Massenstrome liegen in der
GroBenordnung eines Zehntausendstels und sind nahezu identisch mit dem konvektiven Mas-
senstromungleichgewicht Ms,c,ag der Randsegmente. Das Ungleichgewicht Ms,c,ag ldsst sich
daher mit der Anwendung des Dichtediffusionsterms erkldren. Durch die zwischen den Parti-
keln iibertragenen Massenstrome der Dichtediffusion wird ein Nettomassenstrom hervorgerufen,
da der am linken Rand iibertragene Massenstrom betragsmifBig kleiner ist als der am rechten
Rand. Dem Rechengebiet wird tiber die Dichtediffusion daher Masse entnommen. Um im statio-
niren Stromungszustand eine konstante Masse des Rechengebiets zu gewihrleisten, muss daher
iiber die konvektiven Massenstrome ein Ausgleich des Nettomassenstroms der Dichtediffusion
bewirkt werden. Uber eine Anpassung des Geschwindigkeitsfelds wird eine Modifizierung der
Divergenz der Geschwindigkeit erreicht, iiber die die Dichtediffusionsfliisse kompensiert wer-
den. Daher ist der konvektive Massenstrom am linken Rand betragsmifig groBBer als am rechten
Rand. Die Massenstrome der Dichtekorrektur sind im Vergleich zu denen der Dichtediffusion
nennenswert grofler. Die Massenstrome Mp,dc,l und Mp,dw der einzelnen Rénder liegen in der
GrofBenordnung eines Zehntels. Der Nettomassenstrom Mp,dc,ag des gesamten Rands liegt in
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Tabelle 6.3: Kennwerte fiir die Massenbilanz als Ergebnis der Simulationen mit der
Referenzkonfiguration sim_ref und der finalen Konfiguration sim_mod

des SPH-Verfahrens

Kategorie Bereich Grofle Wert
sim_ref sim_mod
Global
e oQ AMpq ~-1,24-1072 1,66 107
alle AM 1,90-107*  1,66-107%
l AM, 1,77 1071 —2,48.107"!
Konvektion r AM,., 3,69-10 -1,78-1078
0Q AM, p0 3,69-107° -1,79-1078
Partikel
I M, 1,14 1,00
r M, , -1,13 -1,00
alle Q M, 00 1,26-1072  6,00- 10710
Q Y -1,26-107%  3,12-107"7
alle M, -2,82-107%  6,00-1071°
l My e 1,00 1,00
Konvektion r M e -1,00 -1,00
0Q M,.c.00 1,53-107*  1,66- 107
l Mp.a 1,54-103  1,55-1073
r Mp.ar -1,73-107% -1,72-1073
Dichtediffusion  §Q My.a00 —185-10% —1,66-107
Q Mpaao  -895-1077 -127-1072!
alle M, 4 ~-1,86-10* -1,66-107*
l My de. 1,40- 1071 0,00
r Mp.acr -1,27-1071 0,00
Dichtekorrektur  9Q Mp.acoo  1,27-1072 0,00
Q Mpaco -126-1072 0,00
alle M. dc 3,34-10 0,00
Randsegmente
! My, c.i 1,00 1,00
Konvektion r M c.r -1,00 -1,00
oQ Mj.c.00 1,90-107*  1,66-107%

der GroBenordnung eines Hundertstels. AuBerdem ist ein Quellterm M p.de,o derselben GroBen-
ordnung, aber mit entgegengesetztem Vorzeichen, zu verzeichnen. Durch einen weitgehenden
Ausgleich zwischen dem Quellterm und dem Nettomassenstrom des Rands liegt der Gesamtmas-
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senstrom M p.de der Dichtekorrektur lediglich in der GroBenordnung eines Hunderttausendstels.
Damit die Masse der Partikel im Rechengebiet fiir den stationédren Fall konstant ist, muss iiber
die Summe Mp’c,ag der konvektiven Massenstrome der Partikel eine Kompensation der Summe
aus den Gesamtmassenstromen der Dichtediffusion (Mp,d) und der Dichtekorrektur (M p.dc) 8€-
wihrleistet werden. Die Kompensation ist hinreichend gut gegeben, da der Gesamtmassenstrom
M p der Partikel vernachlédssigbar klein ist. Die Gesamtmassenstrome M p,und M p,r der Partikel
an den einzelnen Réindern weisen aufgrund der an denselben Rindern definierten Dichtekorrek-
turmassenstrome eine signifikante Abweichung gegeniiber dem analytischen Massenstrom auf.
Ebenso ergeben sich die GroBenordnungen des Massenstroms M p,0Q der Partikel am gesamten
Rand dQ und des Gesamtmassenquellterms M p.,q der Partikel aufgrund des Einflusses der Dich-
tekorrektur. Die Differenz AMC, ; der konvektiven Massenstrome der Randsegmente und Partikel
am linken Rand [ ist vernachléssigbar klein. An diesem Rand wird durch den Algorithmus zur
Masseniinderung der Partikel (vgl. Abschnitt 5.4) eine sehr gute Ubereinstimmung zwischen
den konvektiven Massenstromen erreicht. Am rechten Rand r ist jedoch eine Differenz AM” in
der GroBenordnung eines Hunderttausendstels zu konstatieren. Derselbe Wert ist fiir die Diffe-
renz AM, 5q des gesamten Rands festzustellen. Aufgrund der eingefiihrten Ausnahmen bei der
Erzwingung eines Gleichgewichts zwischen den konvektiven Massenstromen der Partikel und
Randsegmente (vgl. Abschnitt 5.4) wird an dem rechten Rand mehr Partikelmasse entnommen,
als iiber die Massenstrome der Randsegmente aufgepriigt wird. Das Ungleichgewicht AM,. , ist
nahezu identisch mit dem Gesamtmassenstrom M p.de der Dichtekorrektur. Der Dichtekorrek-
turterm ist physikalisch und korrekt in der Kontinuitédtsgleichung beriicksichtigt (vgl. Abschnitt
4.5). Demnach wird anders als bei der Dichtediffusion keine Kompensation dieses Massenstroms
durch eine Anpassung des Geschwindigkeitsfelds hervorgerufen. Die konvektiven Massenstrome
der Randsegmente sind daher nicht durch die Dichtekorrektur beeinflusst. Wie bereits erlidutert
wurde, wird durch die konvektiven Massenstrome der Partikel allerdings eine Kompensation
des Nettomassenstroms der Dichtekorrektur gewdéhrleistet. Ohne diese Kompensation wire der
Gesamtmassenstrom Mp der Partikel um mehrere GroBenordnungen groBer als bei dem vorlie-
genden Ergebnis. Da der Gesamtpartikelmassenstrom M,, vernachléssigbar ist, ist das globale
Massenstromungleichgewicht AM gemi Gl. 6.14 gleich dem konvektiven Massenstromun-
gleichgewicht Mj . 5o der Randsegmente. Die GroBenordnung des globalen Ungleichgewichts
kann als gering bewertet werden. Die Summe AMjq, iiber den Differenzen zwischen den Gesamt-
partikelmassenstromen und den konvektiven Massenstromen der Randsegmente der einzelnen
Rénder liegt allerdings in der Gro3enordnung eines Hundertstels. Dies liegt an den Unterschie-
den zwischen den Massenstromen der Dichtekorrektur der einzelnen Rénder. Insbesondere die
Abweichung von etwa 13 % bis 14 % zwischen dem Partikelmassenstrom der Rinder und dem
analytisch berechneten Massenstrom ist hinsichtlich einer Embedded-SPH-Methode als kritisch
zu bewerten. Der Massenstrom fiir ein FV-Rechengebiet am Kopplungsrand ist gleich den Mas-
senstromen der entsprechenden Randsegmente. Diese Massenstrome sind nahezu gleich dem
analytisch berechneten Massenstrom. Demnach wiirde ein Ungleichgewicht zwischen den Mas-
senstromen des SPH-Rechengebiets und des FV-Rechengebiets am Kopplungsrand von etwa
13 % bis 14 Y% vorliegen.



138 Analyse und Optimierung des SPH-Verfahrens mit offenen Rindern

Aufgrund der zuletzt dargelegten Problematik wird in Abschnitt A.5.6 in Anhang A.5 die Elimi-
nierung des Dichtekorrekturterms aus der Massenerhaltungsgleichung (Gl. 4.79) untersucht. In
Abschnitt 6.2 werden unter anderem die Ergebnisse der Anwendung dieser Mainahme zusam-
mengefasst. Dem vorgreifend wird an dieser Stelle erwihnt, dass durch die genannte Manahme
bei dem vorliegenden Testfall eine deutliche Verbesserung der Massenerhaltung erreicht wird.
Hierdurch kann die Massenerhaltung fiir ingenieurméfige Belange als hinreichend gut bewer-
tet werden. Insbesondere die Ubereinstimmung zwischen dem Partikelmassenstrom an dem
jeweiligen Rand und dem Massenstrom des entsprechenden Randsegments wird signifikant ver-
bessert, sodass der entwickelte Ansatz zur Kopplung der SPH- und der FV-Methode geeignet
ist. Daher wird die genannte Mafnahme in Abschnitt 6.3 als Teil der finalen Konfiguration des
SPH-Verfahrens zur Losung der aufgezeigten Problematik gewihlt.

6.1.2 Testfall ohne Impulsquellterm (Testfall B)

Bei dem Testfall B wird der in Abschnitt 6.1.1 eingefiihrte Quellterm nicht verwendet. Dieser
Testfall eignet sich besonders, um die Genauigkeit des SPH-Verfahrens hinsichtlich des transien-
ten Verhaltens der Druck- und Geschwindigkeitsfelder zu analysieren. Wie in Abb. 6.1 dargestellt
ist, sind der Fluiddruck p und die Fluidgeschwindigkeit # im Anfangszustand der Simulation im
gesamten Rechengebiet  gleich null. Am linken Rand wird eine Fluidgeschwindigkeit u, = 1
aufgepragt. Dadurch bildet sich am Eintrittsrand ein Stof3 aus. An den offenen Rindern wird der
StoB vollstindig reflektiert, sodass die Druck- und Geschwindigkeitswellen mehrfach zwischen
den beiden Réndern / und r advektiert werden. Die Wellen werden mit fortschreitender physi-
kalischer Zeit ¢ dissipiert, sodass sich im Gleichgewichtszustand des Systems (f;, — o) eine
homogene Fluidgeschwindigkeit #, = 1 und ein homogener Fluiddruck p;, = 0 im gesamten
Rechengebiet einstellt.

Da keine analytische Losung der transienten Stromungsfelder verfiigbar ist, wird zur Bewertung
der SPH-Simulationen eine Simulation mit einem FV-Verfahren als Referenzfall verwendet, die
im weiteren Verlauf mit sim_fvm bezeichnet wird. Dabei wird am Einlass- bzw. Auslassrand
eine Dirichlet-Randbedingung bzw. eine von Neumann-Randbedingung fiir die Geschwindig-
keit und eine von Neumann-Randbedingung bzw. eine Dirichlet-Randbedingung fiir den Druck
verwendet. Das FV-Verfahren wurde in Abschnitt 5.5 bereits kurz erldutert. Es wird ein im-
plizites Euler-Zeitschrittverfahren mit der Konsistenzordnung 1 appliziert. Fiir die rdumliche
Diskretisierung wird ein Upwind-Verfahren fiir Divergenzterme sowie ein Zentraldifferenzen-
verfahren fiir Gradienten- und Diffusionsterme verwendet. Bei dem FV-Verfahren werden diesel-
be schwach-kompressible Formulierung der Zustandsgleichung gemif} Gl. 3.21 sowie dieselbe
Zeitschrittweite gemilBl Gl. 4.82 wie bei dem SPH-Verfahren verwendet. Fiir die Durchfiihrung
der FV-Simulation wurde das Software-Paket OpenFOAM (Weller et al., 1998) genutzt. In Abb.
6.5 sind die Ergebnisse der FV-Simulation fiir den Fluiddruck p;; am Eintrittsrand / und die
Fluidgeschwindigkeit u, , am Austrittsrand r liber der dimensionslosen physikalischen Zeit z..
fiir die ersten Perioden der Oszillationen dargestellt.
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Abbildung 6.5: Ergebnisse der FV-Simulation fiir die transienten Verldufe der normier-
ten Stromungsvariablen an den offenen Réndern. In Anlehnung an Wer-
delmann et al. (2021)

Um einen quantitativen Vergleich zwischen den Ergebnissen der jeweiligen SPH-Simulationen
und der Referenzsimulation mit der FV-Methode durchzufiihren, werden die Abweichungen
zwischen den Losungen abstrahiert. Dieser Ansatz wird im Folgenden erlautert.

Zum einen ldsst sich das Abklingverhalten der Oszillationen der Stromungsgroflen quantifi-
zieren. Hierfiir werden die zeitlichen Maxima und Minima der Oszillationen des Fluiddrucks
(vgl. Abb. 6.5a) an dem Rand / identifiziert. Beispielhaft sind in Abb. 6.6 die Ergebnisse der
FV-Simulation fiir die Maxima der Oszillationen des Fluiddrucks und den zeitlichen Verlauf des
Fluiddrucks am Eintrittsrand / dargestellt. Es ist erkennbar, dass die Amplitude nach einer gewis-
sen Einlaufphase exponentiell mit der Zeit abnimmt. Die Ausgleichskurve einer entsprechenden
Exponentialfunktion, die zwischen den dimensionslosen Zeiten 7, = 200 und 7, = 600 an die
Maxima der Druckoszillationen angepasst wurde, ist in Abb. 6.6 als gestrichelte schwarze Linie
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Abbildung 6.6: Oszillationen des normierten Fluiddrucks und deren Maxima am Ein-
trittsrand
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Abbildung 6.7: Charakteristische Grolen zum Vergleich des transienten Bereichs der
SPH- und der FV-Simulation

gezeigt. Die zeitliche Rate der Abnahme der Amplitude kann als Ma8 fiir die Dissipativitét des
Verfahrens interpretiert werden. Es ist daher sinnvoll, die Ergebnisse der SPH-Simulationen hin-
sichtlich des zeitlichen Verlaufs der Minima und Maxima mit dem Ergebnis der FV-Simulation
zu vergleichen, um die Dissipativitit des SPH-Verfahrens relativ zum FV-Verfahren zu bewerten.
In Abb. 6.7c ist der zeitliche Verlauf der Maxima und Minima basierend auf den Ergebnissen
der FV-Simulation (sim_fvm) und der Simulation mit der Referenzkonfiguration des SPH-
Verfahrens (sim_ref) dargestellt. Es ist zu erkennen, dass durch die Referenzkonfiguration des
SPH-Verfahrens im Vergleich zu dem FV-Verfahren ein schnelleres Abklingen der Oszillationen
hervorgerufen wird. Somit ist das SPH-Verfahren im Vergleich zum FV-Verfahren durch eine
grofere Dissipation charakterisiert.

Neben den Unterschieden des Abklingverhaltens kann zum anderen eine Bewertung des SPH-
Verfahrens auch hinsichtlich der zeitlichen Verschiebung der Oszillationen der Stromungsgro3en
im Vergleich zu dem Ergebnis der FV-Simulation sim_fvm durchgefiihrt werden. Hierfiir ist
die Betrachtung des Drucksignals p;, am Einlassrand / ausreichend. Fiir die Quantifizierung
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eines zeitlichen Versatzes der Losungen wird entlang des zeitlichen Verlaufs des Drucks am
Einlass jeweils der Bereich zwischen benachbarten Druckmaxima extrahiert. Dieses Vorgehen
ist in Abb. 6.7a anhand des Ergebnisses der Simulation sim_ref mit der Referenzkonfigu-
ration des SPH-Verfahrens dargestellt. Das graue bzw. schwarze Rechteck umfasst dabei den
betrachteten Bereich der Losung des SPH- bzw. des FV-Verfahrens. Es ist das Ziel, den mit der
charakteristischen Zeit to normierten zeitlichen Versatz Az, zwischen diesen selektierten Druck-
verldufen zu bestimmen. Um eine bessere Vergleichbarkeit der beiden Signale zu ermoglichen,
werden diese zunidchst an denselben dquidistant verteilten Stellen der Zeitachse interpoliert. Da-
nach wird fiir jedes der beiden Signale der Mittelwert und die Standardabweichung des Drucks
innerhalb des selektierten Bereichs des Signals berechnet. Darauthin werden die Mittelwerte
von den entsprechenden Signalen subtrahiert, und die Ergebnisse werden mit der jeweiligen
Standardabweichung normiert. In Abb. 6.7b ist das Ergebnis dieser Operationen dargestellt.
Durch die Anwendung der zuvor erlduterten Operationen sind die beiden Drucksignale durch
dieselbe Auslenkung charakterisiert. Fiir die Quantifizierung des zeitlichen Versatzes wird das
Signal der SPH-Simulation sim_ref sukzessiv um ein kleines zeitliches Inkrement entlang der
Zeitachse verschoben, und fiir jede resultierende Position des Signals wird die Kreuzkorrelation
zwischen den Signalen der SPH-Simulation sim_ref und der FV-Simulation sim_fwvm be-
rechnet. Die Kreuzkorrelation ist maximal, wenn beide Signale moglichst gut {ibereinstimmen
(vgl. die durchgezogene hellgraue Kurve mit der Bezeichnung ,,sim_ref korrigiert“ in Abb.
6.7b). Die zeitliche Verschiebung des Signals der SPH-Simulation von der urspriinglichen Posi-
tion zu der Position der maximalen Kreuzkorrelation ist gleich dem gesuchten zeitlichen Versatz
Aty zwischen den beiden Drucksignalen der SPH- und der FV-Simulation. Diese Analyse lésst
sich fiir jedes Paar benachbarter Maxima des zeitlichen Druckverlaufs durchfiihren. Somit lasst
sich ein zeitlicher Verlauf des Zeitversatzes Az, bestimmen. Dieser zeitliche Verlauf ist fiir die
Simulation sim_ref mit der Referenzkonfiguration des SPH-Verfahrens in Abb. 6.7d darge-
stellt. In dem betrachteten zeitlichen Bereich erreicht der Zeitversatz Az, einen Maximalwert
von etwa 23 % der Durchlaufzeit ¢, einer akustischen Welle vom Einlass zum Auslass. Unter
Beriicksichtigung der enorm grofen Anzahl von Durchldufen der akustischen Welle zwischen
den Réndern kann diese Abweichung als gering bewertet werden.

6.2 Zusammenfassung der Analyse verschiedener Variationen des SPH-
Verfahrens

In Anhang A.5 werden verschiedene Variationen des SPH-Verfahrens anhand der zwei in Ab-
schnitt 6.1 eingefiihrten eindimensionalen Testfélle untersucht. In diesem Abschnitt werden die
wesentlichen Erkenntnisse dieser Untersuchung zusammengefasst. Als Bewertungskriterien fiir
diese Variationen dienen die Quantifizierung unphysikalischer Oszillationen der Stromungs-
variablen, die Abweichung der Stromungsvariablen von der analytischen Losung des Testfalls
A sowie die zeitliche Ubereinstimmung mit dem Simulationsergebnis einer FV-Simulation bei
dem Testfall B. Aulerdem wird anhand des Testfalls A die Massenerhaltung fiir den stationéren
Stromungszustand analysiert.
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Unter anderem wird der Einfluss des in dieser Arbeit entwickelten Ansatzes zur linearen Ex-
trapolation der Stromungszustinde an den Geisterpartikeln untersucht (vgl. Abschnitt 5.3.1).
Diesbeziiglich ist festzustellen, dass die Ergebnisse bei Anwendung des hier vorgeschlagenen
Ansatzes hinsichtlich aller betrachteten Kriterien signifikant verbessert werden (vgl. Abschnitt
A.5.1 in Anhang A.5).

Hinsichtlich der Verfahren zur Verminderung der numerischen Unzulidnglichkeiten der SPH-
Methode (vgl. Abschnitt 4.4) konnen die folgenden Schlussfolgerungen gezogen werden: Die
Korrektur des Kernel-Gradienten (vgl. Abschnitt 4.4.1 und Abschnitt A.5.2 in Anhang A.5) bei
der Berechnung des Druckgradienten ist notwendig, um die Stabilitdt des SPH-Verfahrens mit
offenen Réindern zu gewihrleisten. Die Genauigkeit der Simulationsergebnisse wird durch die
Anwendung der Korrektur des Kernel-Gradienten bei der Berechnung der Geschwindigkeits-
divergenz und insbesondere bei der Berechnung des Druckgradienten erhoht. Zudem wird die
Massenbilanz bei der Anwendung der Korrektur auf die zuvor genannten Terme verbessert. Die
Anwendung der Korrektur des Kernel-Gradienten bei der Berechnung der Diffusionsterme zeigt
hingegen keinen Vorteil. Im Hinblick auf die Verletzung der Massen- und Impulserhaltung bei
Anwendung der Korrektur des Kernel-Gradienten sollte diese daher bei der Berechnung der
Dichtediffusions- und Viskosititsterme nicht angewendet werden.

Durch die Anwendung der diskreten Approximation zur Dichteberechnung (vgl. Abschnitt 4.4.2
und Abschnitt A.5.3 in Anhang A.5) sind keine Vorteile hinsichtlich der Stabilitéit, sondern
lediglich eine stirkere Dissipativitit des Verfahrens festzustellen. Zudem ist eine verringerte
Genauigkeit und eine schlechtere Massenbilanz bei Anwendung dieser Ansitze erkennbar. Zur
Berechnung der Fluiddichte muss somit die Kontinuitdtsgleichung appliziert werden.

Ohne die Anwendung des Dichtediffusionsansatzes (vgl. Abschnitt 4.4.3 und Abschnitt A.5.4
in Anhang A.5) konnen die Simulationen aufgrund von numerischen Instabilititen nicht durch-
gefiihrt werden. Der Absolutwert des entsprechenden Diffusionsterms in der Kontinuitétsglei-
chung kann allerdings verringert werden, ohne dass Nachteile hinsichtlich der Stabilitdt des
SPH-Verfahrens mit offenen Réndern bei der Berechnung des Testfalls A zu verzeichnen sind.
Hierdurch lieBen sich die Massenbilanz und insbesondere die Genauigkeit des Verfahrens weiter
verbessern. Bei einer Verringerung des Betrags des Dichtediffusionsterms bei der Berechnung
des Testfalls B sind hingegen Uberschwinger des Fluiddrucks in der Niihe von groBen Druckgra-
dienten zu erkennen. Daher wird von einer Verringerung des Betrags des Dichtediffusionsterms
abgesehen.

Bei der Anwendung des Partikelverschiebungsansatzes (vgl. Abschnitt 4.4.4 und Abschnitt
A.5.5 in Anhang A.5) sind positive Effekte auf die Stabilitit und Massenbilanz des Verfah-
rens zu konstatieren. Die Intensitdt der Partikelverschiebung sollte daher bei einer gegebenen
Zeitschrittweite innerhalb der Stabilititsgrenzen maximiert werden.

Im Zusammenhang mit der Massenbilanz konnen dariiber hinaus die folgenden Schlussfolge-
rungen gezogen werden: Wie bereits in Abschnitt 6.1.1 erlautert wurde, wird die Massenbilanz
hauptsichlich durch die Dichtediffusions- und Dichtekorrekturterme bestimmt. Der Dichtedif-
fusionsterm wirkt sowohl auf die Massenbilanz der Randsegmente als auch auf die der Partikel.
Der Nettomassenstrom, der sich aufgrund der Dichtediffusion zwischen den Einlass- und Aus-
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lassrdndern ergibt, wird durch Unterschiede der konvektiven Massenstrome an den Réndern
kompensiert. Dadurch entsteht eine Diskrepanz der konvektiven Massenstrome zwischen den
Randsegmenten der Eintritts- und Austrittsrinder. Dieses Ungleichgewicht ldsst sich lediglich
durch eine Reduzierung des Betrags des Dichtediffusionsterms in der Kontinuitdtsgleichung
verringern. Da die Anwendung des Dichtediffusionsterms aus Stabilitidtsgriinden zwingend er-
forderlich ist, ist die Reduzierung des Betrags des Dichtediffusionsterms begrenzt. Uber die
Massenerhaltungsgleichung entsteht zudem eine dquivalente Massendnderung der Partikel auf-
grund von Dichtediffusion. Fiir die Summe der Dichtediffusionsmassenstrome aller Partikel
des Rechengebiets ist eine gute Ubereinstimmung mit der zuvor erliuterten Diskrepanz der
konvektiven Massenstrome der Randsegmente festzustellen. Auch bei den Partikeln wird der
Nettomassenstrom der Dichtediffusion iiber einen sich entlang des Rechengebiets verdndernden
konvektiven Massenstrom kompensiert. In diesem Zusammenhang ist eine der wichtigsten Er-
kenntnisse, dass die Eliminierung des Dichtediffusionsterms aus der Massenerhaltungsgleichung
der Partikel des Rechengebiets nicht zweckdienlich ist, um die Massenbilanz zu verbessern (vgl.
Abschnitt A.5.6 in Anhang A.5). Stattdessen fiihrt diese MaBBnahme zu einer Inkonsistenz zwi-
schen den konvektiven Massenstromen der Partikel des Rechengebiets und der Randsegmente.
Daher muss der Dichtediffusionsterm in der Massenerhaltungsgleichung der Partikel zwingend
angewendet werden. Um den Massenaustausch iiber die Rechengebietsriander aufgrund von Dich-
tediffusion zu unterbinden, wird aulerdem eine Eliminierung der Interaktionsterme zwischen
Partikeln des Rechengebiets und Geisterpartikeln untersucht. Diese Mafnahme fiihrt ebenfalls
zu Diskrepanzen zwischen den konvektiven Massenstromen der Partikel und der Randsegmente
sowie zusitzlich zu einer Verschlechterung der Stabilitit und Genauigkeit des Verfahrens (vgl.
Abschnitt A.5.4 in Anhang A.5). Im Gegensatz dazu wird gezeigt, dass aus der Eliminierung
des Dichtekorrekturterms aus der Massenerhaltungsgleichung der Partikel eine Verbesserung
der Ubereinstimmung zwischen den konvektiven Massenstromen der Partikel und der Randseg-
mente resultiert (vgl. Abschnitt A.5.6 in Anhang A.5). Als Begriindung kann angefiihrt werden,
dass nur die Massenbilanz der Partikel des Rechengebiets und nicht die der Randsegmente durch
den Dichtekorrekturterm beeinflusst wird. Daher sollte dieser Term nicht in der Massenerhal-
tungsgleichung angewendet werden. Auflerdem wird der Ansatz eines vollstindigen Erzwingens
eines Gleichgewichts zwischen den konvektiven Massenstromen der Partikel und Randsegmente
(iiber die in Abschnitt 5.4 erlduterte Vorgehensweise hinaus) untersucht (vgl. Abschnitt A.5.1 in
Anhang A.5). Diese MaBBnahme ist als nachteilig zu bewerten, da sie zu einer Akkumulation von
Partikelmasse im Rechengebiet fiihrt. Ohne ein vollstindiges Erzwingen dieses Gleichgewichts
bleibt die Masse im Rechengebiet wihrend des stationdren Zustands der Simulation im zeitlichen
Mittel konstant.

6.3 Auswahl und Bewertung der optimierten Konfiguration

Auf Basis der in Abschnitt 6.2 zusammengefassten Erkenntnisse werden ausgehend von der
Referenzkonfiguration des SPH-Verfahrens (vgl. Konfiguration sim_ref) die folgenden Mo-
difikationen des SPH-Verfahrens definiert:

* Der Dichtekorrekturterm wird nicht in der Massenerhaltungsgleichung angewendet.
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* Die Korrektur des Kernel-Gradienten wird nicht auf die diffusiven Terme in der Konti-
nuititsgleichung, der Massenerhaltungsgleichung und der Impulsgleichung angewendet.

In Tab. 6.3 werden die Kennwerte der Massenbilanz zwischen der Referenzkonfiguration
(sim_ref) und der finalen modifizierten Konfiguration (sim_mod) verglichen. Durch die
Deaktivierung der Korrektur des Kernel-Gradienten bei der Berechnung der Dichtediffusions-
terme und durch die Eliminierung des Dichtekorrekturterms aus der Massenerhaltungsgleichung
sind der Nettomassenstrom M,, o auf Basis von Interaktionen zwischen Partikeln des Rechen-
gebiets sowie alle Dichtekorrekturmassenstrome bei der Simulation sim_mod gleich null. Der
Nettomassenstrom M p.d» der sich aus den Interaktionen zwischen Partikeln des Rechengebiets
und Geisterpartikeln auf Basis von Dichtediffusion ergibt, ist bei der Simulation sim_mod
der einzige Massenstrom, der durch den konvektiven Nettomassenstrom Mp,c,ag der Partikel
kompensiert werden muss. Eine nahezu vollstindige Kompensation wird erreicht, sodass der
Gesamtpartikelmassenstrom Mp,ag durch den Gebietsrand bei der Simulation sim_mod na-
hezu gleich null ist. Der Nettomassenstrom Mp der Partikel ist ebenfalls vernachlédssigbar, da
dariiber hinaus kein Nettomassenstrom innerhalb des Rechengebiets erzeugt wird (Mp,g = 0).
Aufgrund der Eliminierung der Dichtekorrekturmassenstrome am Rand wird die Ubereinstim-
mung der Partikelmassenstrdme M, ; und M, , der einzelnen Rénder mit dem analytischen
Massenstrom bei der Simulation sim_mod enorm verbessert. Weil die Kompensation des
Dichtekorrekturmassenstroms durch den konvektiven Partikelmassenstrom Mp,c,ag entfallt, ist
auch eine hervorragende Ubereinstimrnung zwischen den konvektiven Massenstromen M 5..0Q
und Mp,C,m der Randsegmente und der Partikel zu verzeichnen. Insbesondere am Auslassrand
r stellt dies eine Verbesserung im Vergleich zur Referenzsimulation dar. Die Differenz AM,.,
der konvektiven Massenstrome an diesem Rand ist nun vernachléssigbar klein. Es ergibt sich
eine sehr geringe Differenz AM, 5 der konvektiven Massenstromungleichgewichte der Partikel
und Randsegmente. Das globale Massenstromungleichgewicht AM ist wie bei der Simulation
sim_ref gleich dem Nettomassenstrom M, ; der Dichtediffusion. In Tab. 6.2 werden die rela-
tiven Abweichungen der StromungsgrofSen von der analytischen Losung sowie die Kenngro3en
zur Bewertung der zeitlichen Fluktuationen der Stromungsgroflen zwischen den Simulatio-
nen sim_ref und sim_mod verglichen. Es ist zu erkennen, dass durch die Modifikationen
gegeniiber der Referenzkonfiguration keine nennenswerten Unterschiede dieser Kenngrofen ein-
gefiihrt werden. Auch fiir das Abklingverhalten der Druckmaxima am Eintrittsrand (vgl. Abb.
6.7c) und fiir den zeitlichen Versatz der Druckoszillationen am Eintrittsrand (vgl. Abb. 6.7d)
sind keine nennenswerten Unterschiede im Vergleich zu der Referenzsimulation sim_ref zu
verzeichnen.

Es ldsst sich schlussfolgern, dass das entwickelte Verfahren eine sehr gute Stabilitidt aufweist.
Die Fluktuationen der Stromungsvariablen weisen vernachlédssigbare GroBenordnungen auf.
Dariiber hinaus kann die Massenbilanz als sehr gut bewertet werden. Wie zuvor erldutert wurde,
ergibt sich ein numerischer Massenstrom aufgrund des Dichtediffusionsterms, durch den sich
zwischen den Réindern ein Ungleichgewicht der konvektiven Massenstrome einstellt. Unter An-
wendung eines Embedded-SPH-Verfahrens wiren die Massenstrome an den Kopplungsrindern
im stationdren Stromungszustand daher leicht unterschiedlich. Bei durchstromten geschlossenen
Rechengebieten mit einem eingebetteten SPH-Rechengebiet konnte diese Diskrepanz zu einer
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Anreicherung oder Reduzierung der Masse der einzelnen Rechengebiete fiihren. Da das disku-
tierte Massenstromungleichgewicht in der Groenordnung eines Zehntausendstels des Referenz-
massenstroms liegt, wire allerdings ein extrem groBes physikalisches Zeitintervall notwendig,
um eine nennenswerte Anderung der Rechengebietsmasse festzustellen. Dariiber hinaus sind die
Rechengebiete bei der Simulation technisch relevanter Anwendungsfille in der Verbrennungs-
technik stets offen. In diesem Fall hat ein Ungleichgewicht dieser geringen Grofenordnung
keinen Einfluss auf das Simulationsergebnis. Zudem ist die Ubereinstimmung zwischen den
konvektiven Massenstromen der Partikel und der Randsegmente auflerordentlich gut. Daher
sollte an einem Kopplungsrand ein sehr gutes Gleichgewicht zwischen den Massenstromen der
gekoppelten Rechengebiete sowohl zu jedem Zeitpunkt als auch an jedem Ort erreicht werden.
Fiir das entwickelte Verfahren ist insgesamt eine sehr gute Massenbilanz zu konstatieren.

In diesem Kapitel wurde das SPH-Verfahren mit offenen Réndern erfolgreich anhand eindimen-
sionaler Testfdlle validiert und optimiert. In Kapitel 7 wird das Verfahren anhand komplexer
zweidimensionaler Testfille validiert. Mit dieser Validierung soll dargelegt werden, dass das
Verfahren zur Simulation technisch relevanter Stromungsphidnomene geeignet ist. Dariiber hin-
aus wird in Anhang A.6 die Tauglichkeit des Verfahrens zur Simulation nichtreflektierender
offener Rander demonstriert.






7 Anwendung des SPH-Verfahrens auf zweidimensionale
Testfalle

In Kapitel 5 wurde ein neues Verfahren fiir offene und gekoppelte Randbedingungen entwickelt.
Dieses Verfahren wurde unter Anwendung eindimensionaler Testfille in Kapitel 6 hinsichtlich
der Genauigkeit, der Stabilitit und der Massenerhaltung optimiert. Auf Basis dieser Optimie-
rung wurde die finale Konfiguration des SPH-Verfahrens mit offenen Réndern abgeleitet, die
im weiteren Verlauf dieser Arbeit angewendet werden soll. In diesem Kapitel werden zweidi-
mensionale akademische Testfidlle untersucht. Es soll gezeigt werden, dass das Verfahren auch
fiir mehrdimensionale Problemstellungen geeignet ist. Daher wird in Abschnitt 7.1 der Testfall
einer Poiseuille-Stromung untersucht. AuBerdem wurden bisher nur Simulationen mit einfachen
offenen Réndern analysiert. In diesem Kapitel wird die Analyse auf Simulationen ausgewei-
tet, bei denen entsprechend einer Embedded-SPH-Konfiguration ein SPH-Rechengebiet in ein
FV-Rechengebiet eingebettet ist. Dieser Ansatz wird in Abschnitt 7.1 ebenfalls fiir den Testfall
einer Poiseuille-Stromung dargestellt. In den darauffolgenden Abschnitten 7.2 und 7.3 wird
die Anwendbarkeit des Verfahrens bei Vorliegen zweier wesentlicher, komplexer Eigenschaften
von technisch relevanten Stromungen untersucht. In Kapitel 2 wurde herausgestellt, dass bei
technisch relevanten Konfigurationen an der Kopplungsschnittstelle zwischen den Rechengebie-
ten der SPH- und der FV-Methode beliebig komplexe Stromungsfelder auftreten konnen. Zum
einen konnen diese Stromungsfelder Wirbel enthalten, wodurch die Stromung an demselben
Kopplungsrand in das SPH-Rechengebiet eintreten und aus dem SPH-Rechengebiet austreten
kann. Die Tauglichkeit des vorliegenden Verfahrens zur Behandlung von Wirbeln am Kopp-
lungsrand wird in Abschnitt 7.2 anhand der Simulation einer Kavitdtenstromung demonstriert.
Zum anderen konnen die Stromungsfelder am Kopplungsrand hochgradig instationir sein. Die
Tauglichkeit des vorliegenden Verfahrens zur Behandlung instationédrer Stromungsfelder wird
in Abschnitt 7.3 anhand der Simulation einer Strémung um einen Zylinder demonstriert. Die
Ergebnisse werden in den folgenden Abschnitten unter anderem mit Referenzergebnissen vergli-
chen, die auf Basis von Simulationen mit der FV-Methode generiert wurden. Das FV-Verfahren
wurde in Abschnitt 5.5 bereits kurz erldutert und ist mit Ausnahme der rdaumlichen Diskreti-
sierung des Geschwindigkeitsdivergenzterms identisch mit dem in Abschnitt 6.1.2 verwendeten
Verfahren. Fiir die Diskretisierung des Geschwindigkeitsdivergenzterms wird hier statt eines
Upwind-Verfahrens ein TVD-Verfahren verwendet. Dasselbe FV-Verfahren wird auch bei den
nachfolgend dargestellten Embedded-SPH-Simulationen fiir die FV-Rechengebiete appliziert.

7.1 Poiseuille-Stromung

In diesem Abschnitt wird der Testfall einer Poiseuille-Stromung unter Anwendung von offenen
und gekoppelten Ridndern untersucht. Dieser Testfall kann als zweidimensionale Erweiterung
des Testfalls A, der in Kapitel 6 analysiert wurde, angesehen werden. Anhand dieses Testfalls soll
gezeigt werden, dass das in dieser Arbeit entwickelte Verfahren fiir offene und gekoppelte Rand-
bedingungen auf zweidimensionale Testfille angewendet werden kann. Die Ergebnisse werden
mit Referenzergebnissen verglichen, die auf Basis von Simulationen mit der FV-Methode gene-



148 Anwendung des SPH-Verfahrens auf zweidimensionale Testfille

Einlass Kopplungsrand SPH-Gebiet Kopplungsrand \r:;;):;gsbehaftete Auslass
\ Hs Po, Co \
! : Y o ) - 1
)
Y I : |/
A ] : 1
| | |
— _> - L I Py I »
p - & ! : ' N )
i N . L2
[ N |
. v J
TR reibungsbehaftete
> Wand
L

A
A 4

Abbildung 7.1: Rechengebiet des Testfalls der Poiseuille-Stromung. In Anlehnung an
Werdelmann et al. (2021)

riert wurden. Das FV-Verfahren wurde zu Beginn dieses Kapitels kurz dargelegt. In Abschnitt
7.1.1 wird die Konfiguration des Testfalls erlautert. In Abschnitt 7.1.2 werden die Ergebnisse
der Simulationen dargestellt.

7.1.1 Beschreibung des Testfalls

Der Testfall der Poiseuille-Stromung ist in Abb. 7.1 veranschaulicht. In Tab. 7.1 sind die geome-
trischen Parameter sowie die Fluideigenschaften zusammengefasst. Die Geometrie des Testfalls
besteht aus einem ebenen Kanal der Linge L = 0,01 m. Das Koordinatensystem (x, y) ist am
Schnittpunkt zwischen dem linken Rand des Kanals und der Mittelachse des Kanals positioniert.
Die Koordinatenrichtung x bzw. y verlduft entlang der Mittelachse bzw. der Hohe des Kanals.
Das Verhiltnis H, der Kanalhohe H zur Kanallidnge L betrigt H, = H/L = 0,2. Im Falle der
Embedded-SPH-Simulation wird das SPH-Rechengebiet in der Mitte des Kanals zwischen den
Positionen x4 /L = 0,35 und xg/L = 0,65 definiert.

Sowohl der linke als auch der rechte Rand der Geometrie sind als offene Rinder definiert, an de-
nen entlang der Kanalhohe homogene Fluiddruckverteilungen als Dirichlet-Randbedingungen

Tabelle 7.1: Fluideigenschaften und Referenzwerte des Testfalls der Poiseuille-
Stréomung

Eigenschaft Wert Einheit

L 0,01 m
H/L 0,2 -
xa/L 035 -
xg/L 0,65 -
£0 1 kg/m?

Y 7 -
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aufgepragt werden. Hierdurch entsteht in dem Rechengebiet ein Druckgefille, iiber das eine
Stromung vom linken Rand / zum rechten Rand r entsteht. Der Druck am Auslassrand r wird
bei allen in diesem Abschnitt dargestellten Simulationen als p = 0N/m? definiert. AuBerdem
wird bei allen Simulationen am linken Rand / eine Dirichlet-Randbedingung fiir die transver-
sale Geschwindigkeitskomponente #, = 0 m/s definiert. Sowohl der obere als auch der untere
Rand sind als reibungsbehaftete Winde definiert, an denen Dirichlet-Randbedingungen fiir die
Geschwindigkeitskomponenten u, = Om/s (in x-Richtung) und #, = Om/s (in y-Richtung)
aufgepriagt werden. Bei den Simulationen mit der SPH-Methode wird der NSCBC-Ansatz zur
Berechnung des Stromungsfelds am Rand angewendet (vgl. Abschnitt 5.2.3). Genauso wie bei
der Modellierung offener Rander werden Winde mit statischen Geisterpartikeln raumlich diskre-
tisiert. An allen Randern werden die Stromungszustinde der Geisterpartikel durch eine lineare
Extrapolation der Stromungszustinde der Randsegmente bestimmt (vgl. Abschnitt 5.3). Da kei-
ne Implementierung der NSCBC-Randbedingungen fiir die FV-Methode zur Verfiigung steht,
werden bei den Simulationen mit der FV-Methode stattdessen von Neumann-Randbedingungen
an den offenen Rindern fiir die axiale Komponente u, der Fluidgeschwindigkeit sowie an den
Wiinden fiir den Fluiddruck aufgeprigt. Alle in diesem Abschnitt dargestellten Simulationen
wurden mit einem normierten Referenzpartikelabstand von r.¢/L = 0,01 durchgefiihrt. Zu Be-
ginn der Simulationen werden die Partikel entsprechend eines dquidistanten Gitters angeordnet.
Demnach ergibt sich eine Anzahl von 100 Partikeln entlang der x-Richtung und eine Anzahl von
20 Partikeln entlang der y-Richtung. Die Gldttungslidnge des Kernels wird bei allen Simulationen
gleich dem Referenzpartikelabstand definiert (4 = r.r). Das Rechengitter der FV-Simulationen
hat eine dquivalente raumliche Auflosung und ist kartesisch. Die Zeitschrittweiten werden geméaf3
Gl. 4.82 fiir beide Losungsverfahren identisch gewahlt.

Die Randbedingungen der in diesem Abschnitt dargestellten Simulationen werden unter Anwen-
dung von Gl. 6.3, Gl. 6.4 und Gl. 6.6 definiert. Diese Gleichungen wurden im Zusammenhang
mit dem Testfall A in Abschnitt 6.1.1 eingefiihrt, um die iiber der Kanalhohe H gemittelten
Werte des Fluiddrucks und der Hauptstromungskomponente i, (in Abschnitt 6.1.1 u genannt)
der Fluidgeschwindigkeit einer Poiseuille-Stromung in einem eindimensionalen Rechengebiet
zu approximieren. Der Parameter k, der in den zuvor genannten Gleichungen vorkommt, ist fiir
den zweidimensionalen Fall wie folgt definiert:

_ 12 yMa?

k =
H, Re

(7.1)

In Gl. 7.1 sind Re = ugpoH/u und Ma = ugy/co die Reynolds-Zahl und die Mach-Zahl. Die
Referenzgeschwindigkeit ug = ii,; ist in diesem Fall gleich der am Eintrittsrand / tiber der
Kanalhohe H gemittelten Hauptstromungskomponente ii,; der Fluidgeschwindigkeit. Bei der
eindimensionalen Approximation der Poiseuille-Stromung in Kapitel 6 wurde ein Referenzwert
der Fluidgeschwindigkeit von uy = 10 m/s, eine dynamische Viskositdt von u = 0,001 kg/(ms)
sowie eine Mach-Zahl von Ma = 0,1 angewendet. Daraus resultiert ein Verhéltnis der Fluid-
dichten p; und p, = pg der Eintritts- und Austrittsrinder des Rechengebiets von p;/pg = 1,028.
In diesem Abschnitt soll ausgehend von dieser Konfiguration eine Variation der dynamischen
Viskositit u (zwecks einer Variation der Reynolds-Zahl Re) sowie eine Variation des maximalen
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Dichteverhiltnisses p;/po des Rechengebiets durchgefiihrt werden. Es soll gezeigt werden, dass
das vorliegende Verfahren fiir laminare Stromungen fiir einen weiten Bereich der Reynolds-Zahl
anwendbar ist. Die Untersuchung turbulenter Stromungen wird Folgearbeiten iiberlassen. Hierfiir
wire die Implementierung eines Turbulenzmodells oder die Applizierung einer Direkten Nu-
merischen Simulation (DNS) mit einer hinreichend grof3en Partikelauflosung des Rechengebiets
notwendig.

Die homogene Druckrandbedingung p; am linken Rand /, das maximale Dichteverhéltnis p;/pg,
die dynamische Viskositit u, die mittlere Stromungsgeschwindigkeit it ; am linken Rand /, die
Reynolds-Zahl Re, die Euler-Zahl Eu = p;/ pou% und die Mach-Zahl Ma sind fiir die in diesem
Abschnitt dargestellten Simulationen in Tab. 7.2 zusammengefasst. Die Simulation sim_1la
entspricht der im letzten Absatz erlduterten Konfiguration, die bereits in Kapitel 6 untersucht
wurde. Fiir diese Simulation ergibt sich eine Reynolds-Zahl von Re = 20. Die Ergebnisse dieser
Simulation wurden erstmalig in der Veroffentlichung von Werdelmann et al. (2021) gezeigt. Die
Simulation sim_1b istim Vergleich zu der Simulation sim_1a durch ein auf p;/pg = 1,01 ver-
ringertes maximales Dichteverhiltnis charakterisiert. Die Simulationen sim_2a und sim_2b
weisen im Vergleich zu den Simulationen sim_1a und sim_1b eine verringerte dynamische
Viskositit von g = 1 - 107*kg/(ms) bei jeweils gleichem Dichteverhiltnis auf. Dadurch erhoht
sich die Reynolds-Zahl fiir diese Simulationen auf einen Wert von Re = 200. Bei der Simulation
sim_2c wird die Mach-Zahl auf einen Wert von Ma = 0,1 verringert, woraus sich eine weitere
Verringerung des maximalen Dichteverhéltnisses auf einen Wert von p;/po = 1,003 ergibt. Die
Mach-Zahl dieser Simulation entspricht der Mach-Zahl der Simulation sim_1a. Die Simulatio-
nen sim_3aund sim_3b sind im Vergleich zu den Simulationen sim_2a und sim_2b durch
eine weitere Verringerung der dynamischen Viskositit auf einen Wert von u = 1 - 107> kg/(m )
bei jeweils gleichem Dichteverhiltnis charakterisiert. Die Simulation sim_3c ist dariiber hin-
aus fiir denselben Wert der Mach-Zahl (Ma = 0,1) wie die Simulationen sim_laund sim_2c
definiert. Auf Basis der erlduterten Simulationen wird ein Zielbereich der Reynolds-Zahl von
Re = 20 bis Re = 2000 und ein Bereich der Euler-Zahl von Eu = 0,03 bis Eu = 3 abgedeckt. Die

Tabelle 7.2: Zusammenfassung wichtiger KenngréBen der Poiseuille-Stromung fiir die
durchgefiihrten Simulationen

Simulation Pi pi/po M iy, = Ug Re Eu Ma

[N/m?] (-] [kg/(ms)] [m/s] (-] (-] [-]
sim_la 304,02 1,027 95 1-103 10 20 3,00 0,10
sim_1b 301,48 1,010 00 1-107% 10 20 3,00 0,06
sim_2a 30,40 1,027 95 1-10* 10 200 0,30 0,32
sim_2b 30,15 1,010 00 1-10* 10 200 0,30 0,18
sim_2c 30,04 1,002 98 1-10* 10 200 0,30 0,10
sim_3a 3,04 1,027 95 1-10° 10 2000 0,03 1,00
sim_3b 3,01 1,01000 1-1005 10 2000 0,03 0,58
sim_3c 3,00 1,000 30 1-10° 10 2000 0,03 0,10
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kinematische Viskositit bei den Simulationen sim_3a, sim_3bund sim_3c liegt aulerdem
im selben Bereich wie die von technisch relevanten Fliissigbrennstoffen und die von Luft bei
technisch relevanten thermodynamischen Randbedingungen.

7.1.2 Auswertung

Zunichst werden die Ergebnisse der SPH- und der FV-Simulationen miteinander verglichen.
Danach wird der Vergleich auf die Embedded-SPH-Simulation ausgeweitet. Durch das am Re-
chengebiet vom linken Rand zum rechten Rand aufgeprigte Druckgefille wird eine Stromung in
x-Richtung induziert. Die am linken Gebietsrand / iiber der Kanalhthe H gemittelte Hauptstro-
mungskomponente it, ; der Fluidgeschwindigkeit ist ein Ergebnis der Simulation. Zur Bewertung
der Genauigkeit des SPH-Verfahrens mit offenen Rindern werden die Ergebnisse, die mit der
SPH-Methode berechnet wurden, in Tab. 7.3 mit den Ergebnissen der Simulationen, die mit der
FV-Methode durchgefiihrt wurden, verglichen. Es ist eine sehr gute Ubereinstimmung zwischen
den Ergebnissen der FV- und der SPH-Simulationen festzustellen. Die maximale Diskrepanz
der mittleren Geschwindigkeit iz, ; am Eintrittsrand zwischen den Ergebnissen der FV- und der
SPH-Simulationen tritt bei der Simulation sim_1b auf und betrigt etwa 1,8 %. Bei den Simu-
lationen sim_2a, sim_3a und sim_3b sind grole Diskrepanzen zum Zielwert der mittleren
Geschwindigkeit und entsprechend auch zum Zielwert der Reynolds-Zahl erkennbar (vgl. Tab.
7.3). Diese Simulationen sind durch eine vergleichsweise groBe Mach-Zahl Ma charakterisiert
(vgl. Tab. 7.2). In diesem Fall ist die Annahme, dass das Fluid als inkompressibel behandelt
werden kann, nicht mehr gegeben (vgl. Abschnitt 3.4). Da die Ergebnisse fiir diese Fille zwi-
schen den SPH- und den FV-Simulationen konsistent sind, ist das SPH-Verfahren als Ursache
fiir die genannte Diskrepanz zum Zielwert der mittleren Geschwindigkeit auszuschlieBen. Bei

Tabelle 7.3: Vergleich zwischen den stationdren Ergebnissen der SPH- und der FV-
Simulationen fiir die entlang der Kanalhohe H gemittelten Hauptstro-
mungskomponente it,; der Fluidgeschwindigkeit und die entsprechende
Reynolds-Zahl Re

iy, Re
Simulation [m/s] -]
Zielwert FV SPH Zielwert FV SPH
sim_la 10 9,91 10,08 20 19,8 20,2
sim_1b 10 10,00 10,18 20 20,0 20,4
sim_2a 10 8,95 9,05 | 200 179,0 181,0
sim_2b 10 9,59 9,773 | 200 191,8 194,6
sim_2c 10 9,90 10,07 | 200 198,1 201,4
sim_3a 10 5,84 5,776 | 2000 1168,9 1152,2
sim_3b 10 7,46 7,40 | 2000 1492,6 1480,4
sim_3c 10 9,91 10,01 | 2000 1981,1 2001,2
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den SPH-Simulationen, die mit einer Mach-Zahl Ma < 0,1 durchgefiihrt wurden, liegt die Ab-
weichung zum Zielwert der mittleren Stromungsgeschwindigkeit mit Ausnahme der Simulation
sim_1b unterhalb 1 %. Die Abweichung bei der Simulation sim_1b betrdgt 1,8 %.
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Abbildung 7.2: Normierte stationire Profile der x-Komponente u, der Fluidgeschwin-
digkeit (links) und des Fluiddrucks p (rechts). Vergleich zwischen den
Ergebnissen der SPH-Simulationen (oberhalb der schwarzen gestrichel-
ten Linie) und der FV-Simulationen (unterhalb der schwarzen gestri-
chelten Linie)
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Abbildung 7.2: Normierte stationire Profile der x-Komponente u, der Fluidgeschwin-
digkeit (links) und des Fluiddrucks p (rechts). Vergleich zwischen den
Ergebnissen der SPH-Simulationen (oberhalb der schwarzen gestrichel-
ten Linie) und der FV-Simulationen (unterhalb der schwarzen gestri-
chelten Linie). (Fortsetzung)

In Abb. 7.2 werden die Stromungsprofile innerhalb des Rechengebiets zwischen den Ergeb-
nissen der SPH- und der FV-Methode miteinander verglichen. Auf der linken Seite ist jeweils
das Profil der x-Komponente u, der Fluidgeschwindigkeit und auf der rechten Seite das Profil
des Fluiddrucks p dargestellt. Der Teil des Profils oberhalb der schwarzen gestrichelten Linie
entspricht dem Ergebnis der Simulation mit der SPH-Methode. Der Teil unterhalb dieser Linie
ist dem Ergebnis der Simulation mit der FV-Methode zuzuordnen. Die Profile werden fiir beide
Losungsverfahren durch eine Delaunay-Triangulierung des Rechengebiets auf Basis der Rand-
flachen und Zellen (FV-Methode) bzw. auf Basis der Randsegmente und Partikel des inneren
Rechengebiets (SPH-Methode) generiert. Die Stromungsgrofen in Abb. 7.2 sind jeweils mit
dem am linken Rand / des Rechengebiets iiber der Kanalhohe H gemittelten Wert normiert.
Die dimensionslosen Koordinaten x, = x/L und y, = y/L werden durch eine Normierung der
Ortskoordinaten mit der Kanalldnge L berechnet. Die Profile werden zu Zeitpunkten entnom-
men, zu denen die Simulationen stationdre Stromungszustinde erreicht haben. Die zugehdrige
dimensionslose physikalische Zeit t, = tco/L ist ebenfalls in Abb. 7.2 gekennzeichnet. Es ist
sowohl fiir die Profile der Fluidgeschwindigkeit als auch fiir die des Fluiddrucks eine exzellente
Ubereinstimmung zwischen den Ergebnissen der SPH- und der FV-Simulationen zu konstatieren.
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Eine weitere wichtige Uberpriifung der Genauigkeit des vorliegenden Verfahrens ist durch den
Vergleich der Ergebnisse der SPH- und der FV-Methode fiir die Profile der x-Komponente u,
der Fluidgeschwindigkeit entlang der Kanalhohe H gegeben. Im Falle einer inkompressiblen
Poiseuille-Stromung ergibt sich ein parabolisches Stromungsprofil entlang der Kanalhdhe (Sto-
kes, 1880). Wie z. B. in der Veroffentlichung von Werdelmann et al. (2021) gezeigt wird, ist
daher die x-Komponente u, der Fluidgeschwindigkeit durch die folgende Funktion der normier-
ten y-Koordinate am Einlassrand definiert:

3 2y, \*
=3 [1 _ (i) ] i (7.2)

In Abb. 7.3 ist die x-Komponente u, der Fluidgeschwindigkeit liber der Kanalhche H (also
fir —0,1 < y; < 0,1) fiir die durchgefiihrten Simulationen aufgetragen. Dabei werden die Er-
gebnisse der SPH-Methode mit denen der FV-Methode verglichen. Beide Ergebnisse sind auf
die jeweils berechnete mittlere Fluidgeschwindigkeit iz, ; am Eintrittsrand normiert (vgl. Tab.
7.3). Zusitzlich ist das parabolische Stromungsprofil gemif3 der analytischen Losung (vgl. Gl.
7.2) in Abb. 7.3 dargestellt. Im Falle der Simulationen mit verhéltnismaBig geringer Mach-Zahl
(sim_la,sim_1b,sim_2b,sim_2cund sim_3c),die als quasi-inkompressibel angesehen
werden konnen, ist eine sehr gute Ubereinstimmung zwischen dem Ergebnis der SPH-Methode
und der entsprechenden analytischen Losung des Geschwindigkeitsprofils einer inkompressi-
blen Poiseuille-Stromung gemil Gl. 7.2 festzustellen. Fiir die weiteren Simulationen, die bei
einer verhéltnisméBig hohen Mach-Zahl durchgefiihrt wurden, ist die Annahme eines quasi-
inkompressiblen Fluids nicht erfiillt. Bei den Simulationen sim_3a und sim_3b treten daher
Abweichungen des Geschwindigkeitsgradienten in der Néhe der festen Winde sowie Abwei-
chungen des Maximalwerts der Fluidgeschwindigkeit in der Mitte des Kanals (y; = 0) auf. Fiir
diese Fiille lisst sich allerdings eine sehr gute Ubereinstimmung zwischen den Ergebnissen der
SPH- und der FV-Simulationen konstatieren.

In Tab. 7.4 sind analog zu der Analyse in Kapitel 6 die Kennzahlen fiir die Fluktuationen der Stro-
mungsgrolen gemal Gl. 6.11 dargestellt. Wie in Abschnitt 6.1.1 erldutert wurde, wird tiber den
Operator err; die gemittelte Standardabweichung einer beliebigen Stromungsgrofie reprasentiert.
Die Standardabweichung wird dabei an bestimmten Stiitzstellen des Rechengebiets berechnet
und iiber den Ergebnissen an diesen Stiitzstellen gemittelt. Uber den Index an dem Operator err;
in Tab. 7.4 wird ausgedriickt, welche Stiitzstellen hierfiir verwendet werden. Der Index ,, %, [*
bzw. ,,K, r* bezieht sich auf die Randsegmente am linken bzw. rechten Rand des Rechengebiets.
Der Index ,,D* bezieht sich auf statische Stiitzstellen, die entlang eines dquidistanten Gitters auf
Basis des mittleren Partikelabstands im Rechengebiet verteilt werden. An diesen Stiitzstellen
werden die Stromungsgroflen mit einer Partikel-Approximation gemif GI. 4.11 interpoliert, um
die Berechnung der Standardabweichung zu ermdoglichen. Diese Werte reprasentieren demnach
die Standardabweichung innerhalb des Rechengebiets. Wie in Abschnitt 6.1.1 erldutert wurde,
wird bei der Berechnung des Operators err; eine Normierung mit der Differenz zwischen den
Werten am Einlass und Auslass der jeweiligen Stromungsgrof3e durchgefiihrt (vgl. Gl. 6.10). Da
sich durch die Verringerung des Dichteverhiltnisses ausgehend vom Referenzfall sim_1a sehr
kleine Differenzen der Fluidgeschwindigkeit zwischen dem Eintritts- und Austrittsrand ergeben,
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Abbildung 7.3: Vergleich zwischen den Ergebnissen der SPH- und der FV-Simulationen
sowie den analytischen Losungen fiir das normierte stationére Profil der
Hauptstromungskomponente u, der Fluidgeschwindigkeit am Eintritts-

rand /

wire diese Art der Normierung zum Vergleich der Simulationen nicht sinnvoll. Daher werden
alle Standardabweichungen der Fluidgeschwindigkeit mit der Differenz normiert, die sich fiir
die Simulation sim_1a ergibt. Fiir die Standardabweichung err; o (p) des Drucks innerhalb
des Rechengebiets ist mit Ausnahme der Simulation sim_3c nur eine geringfiigige Variation

zwischen den Simulationen zu konstatieren. Mit Verringerung des Dichteverhiltnisses nimmt
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Tabelle 7.4: Kennwerte fiir die Fluktuationen der Stromungsgroflen der Simulationen

aus Tab. 7.2
GroBe Wert

sim_la sim_1b sim_2a sim_2b
err; p(p) 7,98-107  1,34-10*  8,16-107  1,11-107*

err, gc;(uy)  2,80-107°  3,39-10°  1,15-10°  1,39.1073
err, g, (uy)  7,28-107%  842-107  6,21-10°  791-1073
err; p(uy) 2,57-1073  3,09-10° 1,77-103  1,70-1073

Wert

sim 2c sim_ 3a sim_ 3b sim_3c

Grofle

err; p(p) 3,00-10*  8,99-107° 146-10* 2,00-1073
err, gc;(uy)  1,95-107 1291073  1,45-107° 5701072
err, g, (uy) 1,03-1072  5,10-107  533-10° 5891072
err; p(uy) 1,99-1073 1,16-103 1,31-103  5,39-1072

die Standardabweichung zu. Bei der Simulation sim_3c ist das Dichteverhiltnis des Eintritts-
und Austrittsrands sehr viel geringer als bei den iibrigen Simulationen. Es besteht daher ei-
ne signifikant steifere Kopplung zwischen dem Fluiddruck und der Fluiddichte. Aus diesem
Grund sind die Fluktuationen des Druckfelds bei dieser Simulation verhiltnismadBig grof3. Im
Vergleich zu dem eindimensionalen Testfall in Kapitel 6 (vgl. Tab. 6.2) ist eine VergroB3erung
der Standardabweichung um etwa eine GroBenordnung (bzw. bei der Simulation sim_3c um
zwei GroBenordnungen) festzustellen. Die Fluktuationen konnen allerdings weiterhin als gering
bewertet werden. Auch fiir die Standardabweichung err; p (1) der Fluidgeschwindigkeit inner-
halb des Rechengebiets ist erneut mit Ausnahme der Simulation sim_3c nur eine geringfiigige
Variation zwischen den Simulationen zu verzeichnen. Im Vergleich zu dem eindimensionalen
Testfall in Kapitel 6 (vgl. Tab. 6.2) ist eine VergroBerung der Fluktuationen um etwa zwei (bzw.
bei der Simulation sim_3c um drei) Groenordnungen zu verzeichnen. Durch eine Normierung
der Standardabweichung mit der Fluidgeschwindigkeit ity ; ~ 10 m/s am Eintrittsrand anstatt
mit der Geschwindigkeitsdifferenz i,  — i1, ; ~ 0,28 m/s verringert sich die normierte Standard-
abweichung auf ca. 0,01 % (bzw. ca. 0,1 % bei der Simulation sim_3c). Diese Gro3enordnung
ist ebenfalls als hinreichend gering zu bewerten. Es ist auBerdem erkennbar, dass die Standardab-
weichung err; 4 ,(u,) am Austrittsrand (erneut mit Ausnahme der Simulation sim_3c) grofer
ist als die Standardabweichung err; % ;(u,) am Eintrittsrand, die in derselben GroBenordnung
wie die Standardabweichung err; o (u,) innerhalb des Rechengebiets liegt.

Die Simulation sim_1a wurde zusitzlich unter Anwendung des Embedded-SPH-Verfahrens
durchgefiihrt. Die Zerlegung des Rechengebiets ist in Abb. 7.1 dargestellt. Ein Anteil von 30 %
des globalen Rechengebiets ist in der Mitte des Kanals dem SPH-Verfahren zugeordnet. Das SPH-
Rechengebiet ist somit durch die obere und die untere Wand sowie durch die FV-Rechengebiete
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auf der linken und rechten Seite begrenzt. Die Kopplungsrinder zwischen den Rechengebieten
sind daher zwischen den reibungsbehafteten Wanden positioniert. Dieser Sachverhalt erfordert,
dass die Kopplung der SPH- und der FV-Methode mit dem vorliegenden Ansatz auch an festen
Wiinden funktioniert. Dies ist eine anspruchsvolle Anforderung, da der Einfluss der festen
Winde auf die beiden Methoden unterschiedlich sein kann. Es ist daher wichtig, die Winde bei
beiden Losungsverfahren moglichst identisch zu behandeln. Da das NSCBC-Verfahren fiir die
FV-Methode nicht zur Verfiigung steht, werden bei dieser Simulation auch fiir die SPH-Methode
von Neumann-Randbedingungen fiir den Fluiddruck an den festen Wénden aufgeprigt. Hierzu
wird der Fluiddruck von den wandnahen Partikeln des Rechengebiets an den Randsegmenten der
festen Winde mit einer Partikel-Approximation gemafl Gl. 4.11 interpoliert. Der interpolierte
Druck an den Randsegmenten wird dann iiber das in Abschnitt 5.3.1 erlduterte Verfahren auf
die Geisterpartikel libertragen. Im Sinne einer von Neumann-Randbedingung wird allerdings
der Gradient des Drucks in GI. 5.17 zu null gesetzt.

Zur Bewertung der Genauigkeit wird in Tab. 7.5 das mit der Embedded-SPH-Simulation ge-
nerierte Ergebnis der am Eintrittsrand / entlang der Kanalhohe H gemittelten x-Komponente
iy, der Fluidgeschwindigkeit mit den Ergebnissen der SPH- und der FV-Methode verglichen.
Erwartungsgemal liegt das Ergebnis der Embedded-SPH-Simulation zwischen den Ergebnis-
sen der SPH- und der FV-Simulation. Mit der SPH-Methode wird eine hohere Geschwindigkeit
bei einem gegebenen Druckgefille bestimmt als mit der FV-Methode. Da im Vergleich zur
FV-Simulation ein Teil des Rechengebiets mit der SPH-Methode berechnet wird, resultiert fiir
diesen Teil ein geringerer Stromungswiderstand. Die Stromungsgeschwindigkeit steigt somit im
Vergleich zu der FV-Simulation an. Ein entsprechender Zusammenhang ist demnach auch fiir
die Reynolds-Zahl festzustellen (vgl. Tab. 7.5).

In Abb. 7.4 werden die Ergebnisse der Embedded-SPH- und der FV-Simulationen fiir die
Stromungsprofile innerhalb des Rechengebiets miteinander verglichen. In Abb. 7.4a bzw. Abb.
7.4b ist die x-Komponente u, der Fluidgeschwindigkeit bzw. der Fluiddruck p dargestellt.
Der Teil des Profils oberhalb der horizontalen gestrichelten Linie entspricht dem Ergebnis
der Simulation mit der Embedded-SPH-Methode. Der Teil des Rechengebiets zwischen den
vertikalen Strichpunktlinien ist dem SPH-Gebiet zugeordnet. Der Teil unterhalb der horizontalen

Tabelle 7.5: Vergleich zwischen den stationédren Ergebnissen der FV-, der SPH- und
der Embedded-SPH-Simulation mit der Konfiguration sim_1a fiir die
entlang der Kanalhohe H gemittelten Hauptstromungskomponente i, ; der
Fluidgeschwindigkeit und die entsprechende Reynolds-Zahl Re

Uy Re
[m/s] (-]
Zielwert 10 20
FV 991 19,82
SPH 10,08 20,15

Embedded-SPH 9,96 19,92
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Abbildung 7.4: Vergleich zwischen den Ergebnissen der Embedded-SPH-Simulation
(oberhalb der gestrichelten Linie) und der FV-Simulation (unterhalb der
gestrichelten Linie) mit der Konfiguration sim_1a fiir die normierten
stationdren Stromungsprofile

gestrichelten Linie entspricht dem Ergebnis der Simulation mit der FV-Methode. Es wird erneut
eine Delaunay-Triangulierung zur Darstellung der Profile verwendet. Im Falle der Ergebnisse der
Embedded-SPH-Simulation wird diese Triangulierung auf Basis der Randflichen (FV), Zellen
(FV), Randsegmente (SPH) und Partikel (SPH) generiert. Die Stromungsgrofen in Abb. 7.4 sind
jeweils mit dem am linken Rand / des Rechengebiets iiber der Kanalhohe H gemittelten Wert
normiert. Die Profile repridsentieren erneut Zeitpunkte, zu denen die Simulationen stationére
Stromungszustidnde erreicht haben. Es ist sowohl fiir das Profil der Fluidgeschwindigkeit als
auch fiir das des Fluiddrucks eine exzellente Ubereinstimmung zwischen den Ergebnissen der
Embedded-SPH- und der FV-Simulation zu konstatieren. Selbst in der Nihe der Kopplungsrander
sind keine sichtbaren unphysikalischen Unstetigkeiten des Stromungsfelds erkennbar.

In Abb. 7.5 ist die x-Komponente u, der Fluidgeschwindigkeit iiber der Kanalhohe H (also fiir
-0,1 < y; < 0,1) fiir die Embedded-SPH- und die FV-Simulation aufgetragen. In Abb. 7.5a
bzw. Abb. 7.5b werden diese Profile fiir den Eintrittsrand / bzw. fiir die Ebene bei x, = 0,5 in
der Mitte des Rechengebiets (vgl. Linie ,,L1* in Abb. 7.1) gezeigt. Die Ergebnisse sind wie bei
den bisherigen Darstellungen mit der mittleren Fluidgeschwindigkeit i, ; am Eintrittsrand der
jeweiligen Simulation (vgl. Tab. 7.5) normiert. Es ist an beiden betrachteten Ebenen eine exzel-
lente Ubereinstimmung zwischen den Ergebnissen der Embedded-SPH- und der FV-Methode
festzustellen. Vor allem durch die Ergebnisse an der sich in der Mitte des Rechengebiets befin-
denden Ebene (x; = 0,5) wird gezeigt, dass durch die Kopplungsriander keine unphysikalische
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Abbildung 7.5: Vergleich zwischen den Ergebnissen der Embedded-SPH- und der FV-
Simulation mit der Konfiguration sim_1a fiir das normierte stationére
Profil der Hauptstromungskomponente u, der Fluidgeschwindigkeit an
verschiedenen Positionen

Verdanderung des Stromungsprofils erzeugt wird (vgl. Abb. 7.5b). In Abb. 7.5a ist zusitzlich die
entsprechende analytische Losung des Geschwindigkeitsprofils der inkompressiblen Poiseuille-
Stromung am Eintrittsrand / gemiB Gl. 7.2 dargestellt. Es ist eine sehr gute Ubereinstimmung
zwischen dieser analytischen Losung und der Embedded-SPH-Simulation erkennbar.

Dariiber hinaus wird das Stromungsfeld wihrend des instationdren Zeitraums der Simulation
mit Embedded-SPH untersucht. Die Ergebnisse hierzu sind in Abb. 7.6 veranschaulicht. In den
Konturdiagrammen auf der linken Seite in Abb. 7.6 ist der Bereich um den linken Kopplungsrand
des SPH-Gebiets (also bei x;. = 0,35) dargestellt. Dieser ist durch die vertikale Strichpunktlinie
gekennzeichnet. In der linken bzw. rechten Hilfte der Diagramme sind die Werte an den Zellen
des FV-Rechengebiets bzw. an den Partikeln des SPH-Rechengebiets dargestellt. Von oben nach
unten werden verschiedene physikalische Zeitpunkte gezeigt. Der Zeitpunkt ist in den Diagram-
men als normierte Zeit ¢, = tco/L gekennzeichnet. Innerhalb einer Zeitspanne von ¢, = 1, wird
eine akustische Welle somit von dem einem zum anderen offenen Rand des Kanals advektiert.
Die ersten beiden Zeilen von oben (¢t = 0,4 bzw. t,. = 0,6) reprisentieren die Zeitpunkte,
zu denen die akustische Welle zum ersten Mal den linken bzw. den rechten Kopplungsrand
(also die Positionen x; = 0,35 bzw. x; = 0,65) durchdringt. Zu diesen Zeitpunkten sind die
Gradienten der Stromungsgroflen besonders grof3. Die letzte Zeile représentiert den stationdren
Zustand der Stromung. Die linken bzw. die rechten Konturdiagramme représentieren die Felder
des Fluiddrucks p bzw. der x-Komponente u, der Fluidgeschwindigkeit.
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Abbildung 7.6: Zeitreihe der Fluiddruck- und Fluidgeschwindigkeitsprofile der
Poiseuille-Stromung. Zellen und Partikel mit Werten auferhalb der
Farbskalen sind weil3 eingefarbt
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Die Werte in den Konturdiagrammen sind zu jedem Zeitpunkt mit dem am linken Kopplungsrand
(x4 = 0,35) entlang der Kanalhohe H gemittelten Wert der jeweiligen Stromungsgrofie normiert.
Die Farbskala ist bewusst grob gewihlt, um den Verlauf der Felder iiber den Kopplungsrand
besser visualisieren zu konnen. Es wird deutlich, dass die Felder zu jedem Zeitpunkt durch
einen kontinuierlichen Ubergang am Kopplungsrand geprigt sind. Es sind keine unphysikali-
schen Unstetigkeiten erkennbar. Auch zu dem ersten Zeitpunkt ist trotz der grolen Gradienten
der Stromungsvariablen kein unphysikalisches Verhalten festzustellen. In der rechten Spalte in
Abb. 7.6 sind zu denselben Zeitpunkten die Verldufe der Stromungsvariablen u, und p ent-
lang der Mittelachse des Kanals (also bei y, = 0, vgl. Linie ,,L2 in Abb. 7.1) dargestellt.
Sowohl der Fluiddruck als auch die Fluidgeschwindigkeit sind mit dem am Eintrittsrand des
Kanals entlang der Kanalhohe gemittelten Wert normiert. In diesen Diagrammen sind beide
Kopplungsrinder enthalten. Sie sind durch die vertikalen Strichpunktlinien gekennzeichnet.
AuBerdem werden die Ergebnisse der Embedded-SPH-Simulation (Linien) mit denen der FV-
Simulation (Symbole) verglichen. Mittels dieser Diagramme wird nochmals untermauert, dass
die Ubertragung der Stromungsvariablen an den Kopplungsriindern selbst bei Vorliegen groBer
Stromungsgradienten, die vor allem zu den Zeitpunkten 7, = 0,4 und 7, = 0,6 erkennbar sind,
exzellent funktioniert. Zu jedem Zeitpunkt ist auBerdem fiir den Verlauf des Fluiddrucks p eine
hervorragende Ubereinstimmung zwischen den Ergebnissen der Embedded-SPH- und der FV-
Simulation zu konstatieren. Auch fiir den Verlauf der Fluidgeschwindigkeit ist eine sehr gute
Ubereinstimmung zwischen den Simulationen festzustellen. Es muss beachtet werden, dass die
Skala der Fluidgeschwindigkeit in diesen Diagrammen an den Wertebereich der Stromungsva-
riable zu dem jeweiligen Zeitpunkt angepasst ist. Bei den letzten dargestellten Zeitpunkten ist
dieser Wertebereich sehr klein. Daher sind kleinere Abweichungen zwischen den Simulationen
durch die Diagramme rdumlich aufgelost. In dem untersten Diagramm, das den stationidren Zu-
stand widerspiegelt, ist bei der gegebenen Achsenauflosung eine kleine Abweichung zwischen
den Simulationsergebnissen fiir den Verlauf der Geschwindigkeitskomponente u, zwischen den
Kopplungsrindern zu verzeichnen. Dieser fiir ingenieurmifige Belange als geringfiigig zu be-
wertende Unterschied konnte damit zusammenhéngen, dass der Dichtediffusionsterm bei der
SPH-Methode und nicht bei der FV-Methode angewendet wird. Durch den Dichtediffusionsterm
entsteht ein zusitzlicher Massenstrom, der durch das Geschwindigkeitsfeld kompensiert wird
(vgl. Kapitel 6).

In Abb. 7.7 und Abb. 7.8 sind die Ergebnisse der Massenbilanz fiir die durchgefiihrten Simu-
lationen der Konfiguration sim_1a gezeigt. In Abb. 7.7a ist das Ergebnis der SPH-Simulation
fiir den zeitlichen Verlauf der Summe der konvektiven Massenstrome der den offenen Randern
zugeordneten Randsegmente dargestellt (Bezeichnung ,,Konvektion (Randsegmente)®). Diese
Summe entspricht dem in Kapitel 6 eingefiihrten konvektiven Massenstromungleichgewicht
M s.c.00 der Randsegmente. Zudem ist in Abb. 7.7a der Verlauf des Gegenwerts der Summe der
Massenstrome dargestellt, die aufgrund der Partikel-Interaktionen bei der Berechnung des Dich-
tediffusionsterms entstehen. Diese Summe entspricht dem in Kapitel 6 eingefiihrten Nettomas-
senstrom M, ; der Dichtediffusion. Die Massenstrdme werden mit dem Referenzmassenstrom
ry = ugpoHres normiert. In dem in Abb. 7.7a dargestellten Zeitraum ist das Stromungsfeld

bereits vollstandig entwickelt. Die beiden Massenstromungleichgewichte fluktuieren um nahezu
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Abbildung 7.8: Zeitliche Verldufe der Massendnderungen der Rechengebiete

gleich grofle Mittelwerte (ca. rir/mg = 1 - 10~%). Uber diesen Sachverhalt wird die in Kapitel
6 diskutierte Aquivalenz zwischen den beiden Massenstromen und deren Ubertragbarkeit auf
den zweidimensionalen Fall untermauert. Auch die GroBBenordnung der genannten Mittelwerte
entspricht dem Ergebnis des zur Simulation sim_1a dquivalenten eindimensionalen Testfalls
A mit Quellterm (vgl. Tab. 6.3).

In Abb. 7.7b sind die Ergebnisse der zeitlichen Verldufe der zuvor diskutierten Massenstro-
me fiir die Embedded-SPH-Simulation dargestellt. Die Kurve mit der Bezeichnung ,,Konvektion
(Randsegmente, SPH)* entspricht erneut der Summe MS,C,[)Q der konvektiven Massenstrome der
Randsegmente. Diese beziehen sich auf das SPH-Rechengebiet der Embedded-SPH-Simulation
und damit auf die Kopplungsrinder. Die Kurve mit der Bezeichnung ,,Konvektion (Rand au-
Ben)* bezieht sich hingegen auf die den FV-Rechengebieten zugeordneten dufleren Rénder des
globalen Rechengebiets und damit auf den Eintritts- und Austrittsrand. Es ist festzustellen, dass
die Fluktuationen beider konvektiven Massenstromungleichgewichte nahezu denselben Mittel-
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wert (ca. 71/ = —3 - 107) und #hnliche maximale Ausschlige aufweisen. Das geringe Mas-
senstromungleichgewicht der Kopplungsrinder wird somit erwartungsgemif3 auf das globale
Rechengebiet libertragen. Zudem ist in Abb. 7.7b der Verlauf des Gegenwerts des Massenstroms
Mp,d der Dichtediffusion dargestellt. Es ist erkennbar, dass der Massenstrom der Dichtediffu-
sion der Embedded-SPH-Simulation gegeniiber dem entsprechenden Wert der SPH-Simulation
verringert ist. Diese Verringerung kann auf Basis der Proportionalitdt zwischen dem Dichte-
diffusionsterm und der zweiten rdumlichen Ableitung der Fluiddichte erkldrt werden. An den
Kopplungsrindern liegen im Vergleich zu den dufleren offenen Réndern des Kanals andere Werte
dieser raumlichen Ableitung vor, wodurch auch eine Anderung der Massenstrome der Dichtedif-
fusion auftritt. Im Vergleich zur SPH-Simulation ist bei der Embedded-SPH-Simulation keine
Identitit zwischen dem konvektiven Massenstromungleichgewicht der Randsegmente und dem
Nettomassenstrom der Dichtediffusion zu erkennen. In diesem Zuge wurde eine eindimensio-
nale Embedded-SPH-Simulation (entsprechend dem Testfall A mit Quellterm aus Kapitel 6)
durchgefiihrt. Die Aufteilung der Rechengebiete wurde dabei dquivalent zu der zweidimensio-
nalen Simulation gewihlt. Dabei wurden positive Werte der konvektiven Massenstromungleich-
gewichte sowie eine wesentlich bessere Ubereinstimmung zwischen den zuletzt diskutierten
Massenstromen festgestellt. Der Grund fiir die in Abb. 7.7b zu verzeichnende Diskrepanz die-
ser Massenstrome sollte daher im Zusammenhang mit dem zweidimensionalen Stromungsfeld
an den Kopplungsrandern untersucht werden. Diesbeziiglich wurde bereits anhand Abb. 7.3
erldutert, dass innerhalb des SPH-Rechengebiets eine geringfiigige Anderung des Stromungs-
profils entsteht. Diese Anderung kann auch eine mégliche Erklirung fiir die Diskrepanz der
Massenstromungleichgewichte sein.

Insgesamt ist allerdings festzustellen, dass die Massenstromungleichgewichte sowohl fiir die
SPH-Simulation als auch fiir die Embedded-SPH-Simulation auf duBerst geringe Werte limitiert
sind. Die diskutierten Werte liegen in der Grolenordnung eines Zehntausendstels des Referenz-
massenstroms. Es wurde bereits in Abschnitt 6.3 erldutert, dass Massenstromungleichgewichte
einer solch geringen GroBenordnung keinen nennenswerten Einfluss auf technisch relevante
Simulationen offener Rechengebiete haben.

Sowohl fiir die SPH-Simulation als auch die Embedded-SPH-Simulation ist aulerdem eine sehr
gute Erhaltung der Masse der Rechengebiete zu konstatieren. In diesem Zusammenhang sind
in Abb. 7.8 die zeitlichen Verldufe der Differenz Am zwischen der Masse des Rechengebiets
zum Zeitpunkt ¢, und der Masse des Rechengebiets im Anfangszustand (z; = 0) dargestellt.
Diese Massendifferenzen sind mit der Referenzmasse mo = poLHrr des globalen Rechenge-
biets normiert. In Abb. 7.8a sind die normierten Massendifferenzen der globalen Rechengebiete
der FV-Simulation, der SPH-Simulation und der Embedded-SPH-Simulation gezeigt. Nach ei-
ner Einschwingphase wird bei der FV-Simulation nach einer physikalischen Zeitdauer von ca.
t, = 25 eine konstante Masse im Rechengebiet erreicht. Die Massendifferenz ist grofler als
null, da der Fluiddruck und somit die Fluiddichte bei gleichem Fluidvolumen gréBer als im
Anfangszustand sind. Im Vergleich zur FV-Simulation verringert sich die Masse des Rechen-
gebiets sowohl im Falle der SPH-Simulation als auch im Falle der Embedded-SPH-Simulation
wihrend der Anfangsphase der Simulationen. Die Massendifferenzen stabilisieren sich bei ei-
nem geringeren Wert als bei der FV-Simulation. Die Anwendung einer Kombination aus dem
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WCSPH-Ansatz und dem Partikelverschiebungsansatz (vgl. Abschnitt 4.4.4) lésst sich hierfiir
als Begriindung heranziehen. Der WCSPH-Ansatz ist grundsitzlich nicht volumenerhaltend.
Dariiber hinaus stellen sich auf Basis des Partikelverschiebungsansatzes Partikelabsténde ein,
iber die eine moglichst homogene rdumliche Verteilung der Partikel realisiert wird. Wéhrend
der Anfangsphase der Simulation werden bei dem vorliegenden Testfall StoBwellen durch das
Rechengebiet advektiert, liber die die Partikeldichte lokal deutlich verdndert wird. Dies be-
giinstigt in diesen lokalen Bereichen eine Anderung der Partikelabstinde basierend auf dem
Partikelverschiebungsansatz. Hierdurch konnen temporir vereinzelte Partikel {liber die offenen
Rinder entweichen, wodurch eine Volumenverringerung und eine entsprechende Massenverrin-
gerung hervorgerufen wird. Es wurde anhand des eindimensionalen Testfalls A, der in Kapitel
6 angewendet wurde, festgestellt, dass bei Deaktivierung des Partikelverschiebungsansatzes ei-
ne Volumenerhaltung nahezu gegeben ist. Bei Aktivierung des Partikelverschiebungsansatzes
ergibt sich hingegen eine Verringerung des Partikelvolumens um ca. 0,35 % des Volumens des
Rechengebiets. Dieser Wert liegt in derselben GroB3enordnung wie die Diskrepanz zwischen den
Massendifferenzen der FV-Simulation und der SPH-Simulation. Dies unterstiitzt die erlauterte
Hypothese auch bei dem vorliegenden Testfall. Dariiber hinaus sind die Massendifferenzen des-
selben physikalischen Zeitraums wie in Abb. 7.8a fiir die einzelnen SPH- und FV-Rechengebiete
der Embedded-SPH-Simulation in Abb. 7.8b dargestellt. Es ist festzustellen, dass sich die anfiang-
liche Verringerung der Masse nur auf das SPH-Rechengebiet bezieht. Die zeitlichen Verlaufe der
Massendifferenz der einzelnen FV-Rechengebiete sind qualitativ identisch mit dem entsprechen-
den Verlauf bei der FV-Simulation in Abb. 7.8a. Nach der Einlaufphase der Massendifferenzen
fluktuieren diese um einen konstanten Wert. Es ist kein iibergeordneter Trend einer Massenin-
derung der Rechengebiete erkennbar. Daraus ist die Schlussfolgerung zu ziehen, dass sowohl
bei der SPH-Simulation mit offenen Réndern als auch bei der Embedded-SPH-Simulation mit
gekoppelten Réndern eine Kompensation des Massenstroms der Dichtediffusion iiber die kon-
vektiven Massenstrome der Partikel erreicht wird. Die Fluktuationen der Massendifferenzen
weisen auBerdem eine Amplitude in der GroBenordnung eines Zehntausendstels der Masse des
globalen Rechengebiets auf und sind daher als duBerst gering einzustufen. Insgesamt ist die
Massenerhaltung bei dem vorliegenden Verfahren daher als sehr gut zu bewerten.

Mit dem vorliegenden Testfall konnte dargelegt werden, dass das in dieser Arbeit entwickelte Ver-
fahren fiir mehrdimensionale Testfille anwendbar ist. Es ist eine sehr gute Ubereinstimmung der
Simulationsergebnisse mit der analytischen Losung und den Ergebnissen einer FV-Simulation
fiir das Stromungsprofil entlang der Kanalhohe zu konstatieren. Die Fluktuationen der Stro-
mungsvariablen an den Réndern und innerhalb des Rechengebiets weisen nur geringe Werte auf.
Bei der Ubertragung der Strdmungsvariablen an den Kopplungsriindern sind keine nennenswer-
ten unphysikalischen Storungen zu verzeichnen. Die Massenbilanz ist ebenfalls als sehr gut zu
bewerten.

7.2 Kavitatenstrémung

In diesem Abschnitt wird die Embedded-SPH-Simulation einer Kavititenstromung untersucht.
Bei diesem Testfall soll insbesondere dargestellt werden, dass mit dem vorliegenden Embedded-
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SPH-Verfahren Stromungszustinde behandelt werden konnen, bei denen das Fluid an demselben
Kopplungsrand gleichzeitig ein- und ausstromen kann. Technisch relevante Systeme sind unter
anderem durch die Advektion von Wirbeln und durch Riickstromzonen charakterisiert. Aufgrund
dieser Merkmale muss das Embedded-SPH-Verfahren fiir den zuvor genannten Strémungszu-
stand anwendbar sein. Die Ergebnisse der Embedded-SPH-Simulation werden zum einen mit
Referenzergebnissen verglichen, die auf Basis einer im Zuge dieser Arbeit mit der FV-Methode
durchgefiihrten Simulation generiert wurden. Das FV-Verfahren wurde zu Beginn dieses Kapi-
tels dargelegt. Zum anderen werden bei dem Vergleich Referenzwerte herangezogen, die von
Ghia et al. (1982) mit einem Finite-Differenzen-Verfahren berechnet wurden. In Abschnitt 7.2.1
wird die Konfiguration des Testfalls erldutert. In Abschnitt 7.2.2 werden die Ergebnisse der
Simulation dargestellt.

7.2.1 Beschreibung des Testfalls

Der Testfall der Kavitidtenstromung ist in Abb. 7.9 veranschaulicht. In Tab. 7.6 sind die geome-
trischen Parameter sowie die Fluideigenschaften zusammengefasst. Die Geometrie des Testfalls
besteht aus einem quadratischen Rechengebiet, das von allen Seiten durch undurchléssige Winde
der Seitenldnge L = 1 m umschlossen ist. Das Koordinatensystem (x, y) ist in der linken unte-
ren Ecke des Rechengebiets positioniert. Die Koordinatenrichtung x bzw. y verlduft horizontal
bzw. vertikal. Alle Winde des Rechengebiets sind reibungsbehaftet. Zudem sind mit Ausnahme
der oberen Wand alle Winde als feste Winde definiert. Demnach werden an diesen Wénden
Dirichlet-Randbedingungen der Geschwindigkeitskomponenten u, = Om/s (in x-Richtung)
und u#, = O0m/s (in y-Richtung) aufgepriigt. Wie in Abschnitt 7.1 bereits erldutert wurde, steht
keine Implementierung der NSCBC-Randbedingungen fiir die FV-Methode zur Verfiigung. Da-
her werden von Neumann-Randbedingungen fiir den Druck an allen Wénden aufgeprigt. Der
oberen Wand wird neben einer Dirichlet-Randbedingung der zur Wand normalen Geschwin-
digkeitskomponente u, = Om/s eine zur Wand tangentiale Geschwindigkeit u, = up = 4m/s
aufgeprigt. Die obere Wand wird als unendlich lang definiert. Durch die zum Rechengebiet
tangentiale Bewegung der oberen Wand von der linken zur rechten oberen Ecke entsteht in
dem Rechengebiet eine Kavititenstromung mit einem rechtsdrehenden zentralen Wirbel. Die
Simulation wird mit einem ruhenden Fluid (u = 0) und einem Druck von p = ON/ m? initia-
lisiert. Durch die Referenzdichte pg = 1kg/m?, die dynamische Viskositit x4 = 0,01kg/(ms)
und die Referenzschallgeschwindigkeit cy) = 40 m/s ergeben sich eine Reynolds-Zahl und eine
Mach-Zahl von Re = uppoL/u = 400 und Ma = uy/co = 0,1.

Die Zerlegung des Rechengebiets fiir den Fall der Embedded-SPH-Simulation ist ebenfalls in
Abb. 7.9 dargestellt. Ein Anteil von 30 % des Rechengebiets ist in der Mitte des Rechengebiets
zwischen den Positionen y4/L = 0,35 und yg/L = 0,65 dem SPH-Verfahren zugeordnet. Das
SPH-Rechengebiet ist durch die linke und die rechte Wand sowie durch die FV-Rechengebiete
unterhalb und oberhalb des SPH-Rechengebiets begrenzt. Die Kopplungsrinder sind wie bei der
Embedded-SPH-Simulation der Poiseuille-Stromung (vgl. Abschnitt 7.1) zwischen reibungsbe-
hafteten Wénden positioniert. Wie bereits in Abschnitt 7.1 erldutert wurde, ist eine moglichst
identische Behandlung der festen Wiande bei beiden Losungsverfahren notwendig. Daher wird
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Abbildung 7.9: Rechengebiet des Testfalls der Kavititenstrémung

das NSCBC-Verfahren erneut nicht an den festen Wianden angewendet. Stattdessen wird der
in Abschnitt 7.1 fiir die SPH-Methode erlduterte Ansatz zur Aufprigung von von Neumann-
Randbedingungen fiir den Fluiddruck an den Winden appliziert.

Bei der Embedded-SPH-Simulation wird ein normierter mittlerer Partikelabstand von rpf/L =
0,01 angewendet. Zu Beginn der Simulationen werden die Partikel entlang eines dquidistanten
Gitters angeordnet. Demnach ergibt sich im Anfangszustand der Simulation eine Anzahl von 100
Partikeln entlang der x-Richtung und eine Anzahl von 30 Partikeln entlang der y-Richtung. Die
Glittungslinge des Kernels ist gleich dem mittleren Partikelabstand (4 = r.f). Das Rechengitter
der FV-Simulation ist kartesisch und durch eine dquivalente riumliche Auflosung charakterisiert.
Die Zeitschrittweiten werden gema8 Gl. 4.82 fiir beide Losungsverfahren identisch gewihlt.

Tabelle 7.6: Fluideigenschaften und Referenzwerte des Testfalls der Kavitdtenstromung

Eigenschaft ~ Wert Einheit

L 1 m
ya/L 0,35 -
yg/L 0,65 -

uo 4 m/s
co 40 m/s
£o 1 kg/m?
Y 7 -

J7i 0,01  kg/(ms)
Re 400 -

Ma 0,1 —




7.2 Kavitidtenstromung 167

t. = 600

[y
[a—y
[a—y

lull /uo
lull /uo

o
o

(a) Embedded-SPH (b) FV

Abbildung 7.10: Normiertes stationdres Profil des Betrags ||u|| der Fluidgeschwindig-
keit der Kavititenstromung als Ergebnis der Embedded-SPH- und der
FV-Simulation

7.2.2 Auswertung

In Abb. 7.10 werden die stationdren Ergebnisse der Embedded-SPH-Simulation (Abb. 7.10a)
und der FV-Simulation (Abb. 7.10b) fiir die Profile des mit der Referenzgeschwindigkeit u
normierten Betrags |lu|| der Fluidgeschwindigkeit zur dimensionslosen physikalischen Zeit
ty = tco/L = 600 miteinander verglichen. Die dimensionslosen Koordinaten x; = x/L und
v+ = y/L werden durch eine Normierung der Ortskoordinaten mit der Seitenldnge L berechnet.
Die horizontalen schwarzen Strichpunktlinien kennzeichnen die Kopplungsriander. Zur besseren
Vergleichbarkeit sind diese Linien auch in Abb. 7.10b zusammen mit dem Ergebnis der FV-
Simulation dargestellt. Die groten Fluidgeschwindigkeiten befinden sich unmittelbar an der
oberen Wand, die sich mit der Referenzgeschwindigkeit uo bewegt. Wie eingangs erwihnt
wurde, bildet sich ein rechtsdrehender Wirbel aus. Die Geschwindigkeit in y-Richtung erreicht
einen Maximalwert nahe dem rechten Rand. Das Zentrum des zentralen Wirbels befindet sich
nahe dem Zentrum des Rechengebiets. Es ist eine exzellente Ubereinstimmung zwischen den
Ergebnissen der Embedded-SPH- und der FV-Simulation festzustellen. Dariiber hinaus sind
an den Kopplungsrindern keine unphysikalischen Unstetigkeiten des Geschwindigkeitsfelds zu
erkennen.

In Abb. 7.11a bzw. Abb. 7.11b sind die stationdren Ergebnisse der normierten Geschwindig-
keitskomponente u, /uo bzw. u, /uy entlang der normierten y-Richtung y, = y/L bei x/L = 0,5
(Linie ,,L1* in Abb. 7.9) bzw. der normierten x-Richtung x, = x/L bei y/L = 0,5 (Linie
,L2% in Abb. 7.9) zur dimensionslosen physikalischen Zeit 7, = 600 dargestellt. Die Linien
sind zum Zwecke des Vergleichs mit den Geschwindigkeitsprofilen ebenfalls in Abb. 7.10 als
rot gestrichelte Linien gekennzeichnet. Die schwarzen horizontalen Strichpunktlinien in Abb.
7.11a kennzeichnen die y-Koordinaten der Kopplungsrinder. Der in Abb. 7.11b betrachtete
Koordinatenbereich liegt bei der Embedded-SPH-Simulation vollstindig innerhalb des SPH-
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Abbildung 7.11: Vergleich zwischen den Ergebnissen der Embedded-SPH- und der FV-
Simulation sowie der Referenzlosung nach Ghia et al. (1982) fiir nor-
mierte stationdre Geschwindigkeitsprofile entlang bestimmter Linien
innerhalb des Rechengebiets

Rechengebiets. In Abb. 7.11 werden die Ergebnisse der Embedded-SPH-Simulation mit den
Ergebnissen der FV-Simulation und den Referenzergebnissen von Ghia et al. (1982) verglichen.
Es ist auch fiir die einzelnen Geschwindigkeitskomponenten eine exzellente Ubereinstimmung
der Ergebnisse der Embedded-SPH-Simulation mit den Referenzergebnissen zu konstatieren.
Erneut sind keine Unstetigkeiten der Stromungsgrofen an den gekoppelten Randern erkennbar.

Dariiber hinaus wird das Stromungsfeld wihrend des instationédren Zeitintervalls der Simulation
untersucht. Die Ergebnisse hierzu sind in Abb. 7.12 veranschaulicht. Die Darstellung umfasst
den gesamten Koordinatenbereich der x-Richtung und einen Ausschnitt des Koordinatenbereichs
der y-Richtung, der den oberen Kopplungsrand bei y,. = 0,65 umfasst. Der Kopplungsrand ist
durch die horizontale schwarze Strichpunktlinie gekennzeichnet. Oberhalb bzw. unterhalb des
Kopplungsrands sind die Werte an den Zellen des FV-Rechengebiets bzw. an den Partikeln des
SPH-Rechengebiets dargestellt. Zusétzlich sind die Stromlinien des Stromungsfelds als weille
durchgingige Linien veranschaulicht. Von oben nach unten sind verschiedene physikalische
Zeitpunkte gezeigt. Der Zeitpunkt ist in den Diagrammen als normierte Zeit ¢, = tco/L gekenn-
zeichnet. Die dargestellten Zeitpunkte reprisentieren den Zeitraum, wihrend dessen der zentrale
Wirbel der Kavititenstromung den Kopplungsrand bei y, = 0,65 durchdringt. Die ersten beiden
Zeilen von oben (¢; = 10 und r, = 40) reprisentieren die Zeitpunkte, zu denen der zentrale
Wirbel noch oberhalb des Kopplungsrands liegt. Die dritte Zeile (t; = 80) représentiert den
Zeitpunkt, zu dem das Zentrum des Wirbels genau iiber dem Kopplungsrand liegt. In der letzten
Zeile (14 = 600) ist der stationdre Stromungszustand dargestellt, bei dem der zentrale Wirbel
den Kopplungsrand bereits durchdrungen hat.
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Abbildung 7.12: Zeitreihe der Advektion des zentralen Wirbels der Kavitdtenstromung.
Die Zellen und Partikel sind gemil} des normierten Betrags ||u|| der
Fluidgeschwindigkeit eingefiarbt. Zellen mit Werten auflerhalb der
Farbskala sind weif} eingefarbt
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Es wird deutlich, dass die Felder zu jedem Zeitpunkt durch einen kontinuierlichen Ubergang
am Kopplungsrand geprigt sind. Es sind keine unphysikalischen Unstetigkeiten der Fluidge-
schwindigkeit festzustellen. Auch die dargestellten Stromlinien weisen am Kopplungsrand einen
kontinuierlichen Ubergang auf.

In Abb. 7.13 sind die Ergebnisse der Embedded-SPH-Simulation fiir die Massenbilanz ge-
zeigt. Dabei ist in Abb. 7.13a der zeitliche Verlauf der Summe der konvektiven Massenstrome
der Kopplungsrinder dargestellt (Bezeichnung ,,Konvektion (Randsegmente, SPH)“). Diese
Summe entspricht dem in Kapitel 6 eingefiihrten konvektiven Massenstromungleichgewicht
MS,C,aQ der Randsegmente. Zudem ist in Abb. 7.13a der Verlauf des Gegenwerts der Sum-
me der Massenstrome dargestellt, die aufgrund der Partikel-Interaktionen bei der Berechnung
des Dichtediffusionsterms entstehen. Diese Summe entspricht dem in Kapitel 6 eingefiihrten
Nettomassenstrom M, 4 der Dichtediffusion. Die Massenstrome sind mit dem Referenzmassen-
strom rirg = ugpoLrrer normiert. Wie bereits bei der Embedded-SPH-Simulation der Poiseuille-
Stromung (vgl. Abschnitt 7.1.2) liegt keine Identitit zwischen dem konvektiven Massenstrom-
ungleichgewicht der Randsegmente und dem Nettomassenstrom der Dichtediffusion vor. Der
Massenstrom der Dichtediffusion wird damit nicht durch die konvektiven Massenstrome kom-
pensiert und stellt damit zumindest nicht den einzigen Grund fiir das Auftreten eines konvektiven
Massenstromungleichgewichts dar. Als eine weitere mogliche Begriindung konnen geringfiigige
Ungenauigkeiten bei der Berechnung des Stromungsfelds herangezogen werden. Insgesamt ist
jedoch festzustellen, dass die dargestellten Massenstromungleichgewichte der Embedded-SPH-
Simulation auf duBerst geringe Werte limitiert sind. Die diskutierten Gréen liegen wie bei der
Poiseuille-Stromung in der GroBenordnung eines Zehntausendstels des Referenzmassenstroms.
Es wurde bereits in Abschnitt 6.3 erlautert, dass Massenstromungleichgewichte einer solch
geringen GroBenordnung keinen nennenswerten Einfluss auf technisch relevante Simulationen
offener Rechengebiete haben.

In Abb. 7.13b sind die zeitlichen Verlaufe der Differenz Am zwischen den Werten der Masse
desselben Rechengebiets zum Zeitpunkt 7, und im Anfangszustand (2, = 0) dargestellt. Diese
Massendifferenzen sind mit der Referenzmasse mg = poL*rret des globalen Rechengebiets nor-
miert. In Abb. 7.13b sind sowohl die normierten Massendifferenzen des globalen Rechengebiets
als auch der einzelnen SPH- und FV-Rechengebiete gezeigt. Der Zeitbereich zu Beginn der
Simulation weist wie bei der Simulation der Poiseuille-Stromung eine vergleichsweise grof3e
Verringerung der Masse des SPH-Rechengebiets und demnach auch der Masse des globalen
Rechengebiets auf. Als Begriindung wurde in Abschnitt 7.1.2 die Anwendung einer Kombi-
nation aus dem WCSPH-Ansatz und dem Partikelverschiebungsansatz (vgl. Abschnitt 4.4.4)
herangezogen. Nach der Einlaufphase ist eine kontinuierliche Verringerung der Masse der ein-
zelnen Rechengebiete und des globalen Rechengebiets zu erkennen. Im Zuge der Auswertung
der Massenbilanz konnten gleiche Beitrige der einzelnen Kopplungsrinder zum konvektiven
Nettomassenstrom M s.c.0e der Randsegmente des SPH-Rechengebiets ermittelt werden. Da der
konvektive Nettomassenstrom Ms,c,ag positiv ist (vgl. Abb. 7.13a), liegt ein Massenfluss von
den beiden FV-Rechengebieten zu dem SPH-Rechengebiet vor. Daher wird die Masse der FV-
Rechengebiete mit zunehmender physikalischer Zeit verringert. Entgegen der Erwartung nimmt
auch die Masse des SPH-Rechengebiets zeitlich ab. Als eine mogliche Begriindung konnen auch
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Abbildung 7.13: Zeitliche Verldufe der Massenstromungleichgewichte und der Massen-
anderungen der Rechengebiete bei der Embedded-SPH-Simulation

hier geringfiigige Ungenauigkeiten des Stromungsfelds herangezogen werden. Eine weitere mog-
liche Erkldarung ist eine geringfiigige Verringerung des Drucks innerhalb der FV-Rechengebiete,
die aufgrund der Massenverringerung bei ansonsten konstantem Volumen auftritt. Durch die
leichte Anderung des Druckgradienten zwischen den Rechengebieten kann ebenfalls eine ge-
ringfiligige Advektion von Partikeln in Richtung der FV-Rechengebiete induziert werden. Am
Ende der Simulation (also nach einer physikalischen Zeit von 155s) ist eine Verringerung der
Masse des globalen Rechengebiets von ca. 1 % der Masse des Anfangszustands zu verzeichnen.

Die Ergebnisse fiir die Massenbilanz miissen an dieser Stelle sinnvoll eingeordnet werden. Der
vorliegende Testfall stellt einen Extremfall dar: Das Rechengebiet ist geschlossen und vollstindig
durch eine zirkulierende Stromung ausgefiillt. Dasselbe Kontinuum unterliegt daher wihrend
der gesamten Simulationsdauer dem Einfluss der Kopplungsrinder. In Abschnitt 6.3 wurde
bereits erldutert, dass bei einem geschlossenen Rechengebiet und einem hinreichend groB3en
simulierten physikalischen Zeitraum selbst geringfiigige Ungleichgewichte des Massenstroms
an den Kopplungsrindern zu einer Akkumulation eines Massenfehlers fiihren konnen. Der si-
mulierte physikalische Zeitraum von insgesamt 15 s ist bei diesem Testfall als gro3 einzuordnen.
AuBerdem ist die Anderung des Fluiddrucks des Rechengebiets bei dem vorliegenden Testfall
nicht durch Dirichlet-Randbedingungen beschrinkt. Wie in Abschnitt 6.3 erldutert wurde, wer-
den bei der Simulation von technisch relevanten Systemen der Brennkammer allerdings offene
Rechengebiete angewendet. Daher ist der Einfluss der Kopplungsrinder auf einen bestimmten
Anteil des Kontinuums zeitlich begrenzt. Aulerdem ist das Rechengebiet in diesem Fall nicht
durch eine einzige groBe Rezirkulation ausgefiillt. Der Einfluss von Rezirkulationen auf die
Massenbilanz ist bei relevanten Simulationen somit um ein Vielfaches geringer als bei dem
vorliegenden Testfall. Die Akkumulation der Massenédnderung des Kontinuums wiirde daher
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nicht auftreten. Der Fluiddruck kann auf8erdem nicht beliebig verringert werden, da dieser durch
Randwerte des Fluiddrucks beschrinkt wird. Daher ist der bei dem vorliegenden Testfall zu
verzeichnende Fehler der Masse des Rechengebiets irrelevant fiir die Simulation technisch re-
levanter Systeme. Bei der Anwendung offener Rechengebiete wurde in Abschnitt 7.1 fiir die
Poiseuille-Stromung eine sehr gute Massenbilanz konstatiert. Dies gilt ebenfalls fiir instationére
Stromungen in Rechengebieten mit offenen Randern (vgl. Abschnitt 7.3).

Zusammenfassend ist festzustellen, dass die in dieser Arbeit entwickelten Kopplungsriander fiir
die Anwendung auf rezirkulierende Strdmungen geeignet sind. Es konnte eine sehr gute Uberein-
stimmung des Geschwindigkeitsfelds zwischen den Ergebnissen der Embedded-SPH-Simulation
und den Referenzergebnissen von Ghia et al. (1982) sowie der FV-Simulation ermittelt werden.
Weil bei dem vorliegenden Testfall ein geschlossenes Rechengebiet vorliegt, fiihren geringfii-
gige Ungleichgewichte der Massenstrome an den Kopplungsrindern zu einer Akkumulation
eines Massenfehlers. Da der Anwendungsbereich des entwickelten Verfahrens allerdings offene
Rechengebiete betrifft, ist der genannte Massenfehler irrelevant.

7.3 Instationdre Umstromung eines Zylinders

In diesem Abschnitt wird die Embedded-SPH-Simulation einer instationdren Umstromung ei-
nes Zylinders untersucht. Bei diesem Testfall soll insbesondere dargestellt werden, dass mit
dem vorliegenden Embedded-SPH-Verfahren instationdre Stromungszustinde am Kopplungs-
rand behandelt werden konnen. Die Stromungsfelder technisch relevanter Systeme im Bereich
der Verbrennungstechnik sind grundsitzlich turbulent und daher durch hochgradig instationére
Prozesse charakterisiert. Aulerdem treten oftmals instationidre Stromungsablosungen in diesen
Systemen auf. Aufgrund dieser Eigenschaften muss das Embedded-SPH-Verfahren fiir insta-
tiondre Stromungsfelder anwendbar sein. Da keine Implementierung von Turbulenzmodellen
in dem vorliegenden SPH-Verfahren vorhanden ist und der Rechenaufwand fiir eine Direk-
te Numerische Simulation (DNS) zu hoch wire, wird die Stromungsinstationaritit in diesem
Abschnitt auf Basis einer von Karmédn’schen Wirbelstrae einer laminaren Stromung erzeugt.
Diese WirbelstraBe wird durch die Umstromung eines zylindrischen Stromungswiderstands'”
hervorgerufen. Die Ergebnisse der Embedded-SPH-Simulation werden mit Referenzergebnis-
sen verglichen, die auf Basis einer im Zuge dieser Arbeit mit der FV-Methode durchgefiihrten
Simulation generiert wurden. Das FV-Verfahren wurde zu Beginn dieses Kapitels dargelegt.
In Abschnitt 7.3.1 wird die Konfiguration des Testfalls erldutert. In Abschnitt 7.3.2 werden die
Ergebnisse der Simulation dargestellt. Die Ergebnisse dieses Testfalls wurden in Teilen erstmalig
in der Veroffentlichung von Werdelmann et al. (2021) gezeigt.

7.3.1 Beschreibung des Testfalls

Der vorliegende Testfall ist in Abb. 7.14 veranschaulicht. In Tab. 7.7 sind die geometrischen
Parameter sowie die Fluideigenschaften zusammengefasst. Die Geometrie des Testfalls besteht

7Tn dem zweidimensionalen Rechengebiet handelt es sich um einen kreisformigen Stromungswiderstand.
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Abbildung 7.14: Rechengebiet des Testfalls der Umstromung eines Zylinders. In Anleh-
nung an Werdelmann et al. (2021)

aus einem ebenen Kanal. Das Koordinatensystem (x, y) ist am Schnittpunkt zwischen dem

linken Rand des Kanals und der Mittelachse des Kanals positioniert. Die Koordinatenrichtung
x bzw. y verliuft entlang der Mittelachse bzw. entlang der Hohe des Kanals. Der Kanal enthélt
einen kreisformigen Stromungswiderstand mit dem Durchmesser D = 0,2 m. Der Mittelpunkt
des Stromungswiderstands ist auf der Mittelachse des Kanals in einem Abstand von xp/D =5
zum linken Rand des Rechengebiets positioniert. Die Linge und die Hohe des Kanals betragen

L/D =50und H/D = 5.

Sowohl der linke als auch der rechte Rand der Geometrie sind als offene Rinder definiert. Am

linken bzw. rechten offenen Rand wird entlang der Kanalhohe H eine homogene Fluidgeschwin-

Tabelle 7.7: Fluideigenschaften und Referenzwerte des Testfalls der instationdren Um-
stromung eines Zylinders

Eigenschaft =~ Wert Einheit
D 0,2 m
L/D 50 -
H/D -
xp/D -
xa/D 10 -
xg/D 12,5 -

uo 10 m/s
co 100 m/s
£0 1 kg/m?
Y 7 -

u 0,01  kg/(ms)
Re 200 -
Ma 0,1 —
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digkeit u, = uo = 10 m/s in Randnormalenrichtung bzw. ein homogener Fluiddruck p = 0N/m?
als Dirichlet-Randbedingung aufgeprigt. Hierdurch entsteht in dem Rechengebiet eine Stromung
vom linken zum rechten Rand. Fiir den Fluiddruck p am Eintrittsrand und die Komponente u, der
Fluidgeschwindigkeit am Austrittsrand werden von Neumann-Randbedingungen angewendet.
Auflerdem wird am linken Rand eine Dirichlet-Randbedingung fiir die zum Rand transversale
Geschwindigkeitskomponente u, = Om/s definiert. Der obere und der untere Rand sind als
reibungslose Winde definiert. Im Gegensatz zu einer reibungsbehafteten Wand (vgl. Abschnitt
7.1.1) wird statt einer Dirichlet-Randbedingung eine von Neumann-Randbedingung fiir die zum
Rand tangentiale Geschwindigkeitskomponente u, angewendet. Der kreisformige Stromungswi-
derstand wird als reibungsbehaftete Wand behandelt. Die Simulation wird mit einem ruhenden
Fluid (u = 0) und einem Fluiddruck von p = ON/ m? initialisiert. Durch die Anwendung einer
Referenzdichte von po = 1kg/m?, einer dynamischen Viskositit von u = 0,01kg/(ms) und
einer Referenzschallgeschwindigkeit von ¢y = 100 m/s ergeben sich eine Reynolds-Zahl von
Re = uppoD /u = 200 und eine Mach-Zahl von Ma = ugy/co = 0,1.

Die Zerlegung des Rechengebiets fiir den Fall der Embedded-SPH-Simulation ist ebenfalls in
Abb. 7.14 dargestellt. Ein Anteil von 5 % des Rechengebiets ist dem SPH-Verfahren zwischen
den Positionen x4/D = 10 und xg/D = 12,5 zugeordnet. Bei der Positionierung des SPH-
Rechengebiets ist darauf zu achten, dass der Abstand zum Stromungshindernis moglichst gering
ist, um eine moglichst groBe Stromungsinstationaritit am Kopplungsrand zu gewihrleisten. Da
die rdumlichen Diskretisierungen der FV- und SPH-Rechengebiete in der unmittelbaren Néihe
der Kopplungsrinder allerdings dhnlich sein miissen, sind die Kopplungsrinder auf3erhalb der
am Stromungswiderstand definierten Gitterverfeinerungsregionen (vgl. Abb. 7.15) positioniert.
Daher wird ein Abstand zwischen dem linken Kopplungsrand und dem Mittelpunkt des Stro-
mungshindernisses von 5D gewihlt. Das SPH-Rechengebiet ist durch die obere und die untere
Wand sowie durch die FV-Rechengebiete links und rechts vom SPH-Rechengebiet begrenzt.
Zur Realisierung der von Neumann-Randbedingungen fiir den Fluiddruck p und die tangentiale
Geschwindigkeitskomponente u, an den reibungslosen Winden wird fiir die SPH-Methode der
Ansatz appliziert, der in Abschnitt 7.1 zur Aufprigung von von Neumann-Randbedingungen fiir
den Fluiddruck an festen Winden erldutert wurde.

Die Ausbildung der von Kdrman’schen Wirbelstrae benotigt bei dem vorliegenden Testfall einen
signifikanten physikalischen Zeitraum. Dies wiirde einen betridchtlichen Rechenaufwand unter
Anwendung der SPH-Methode bedeuten. Daher wird die Embedded-SPH-Simulation mit dem
Stromungsfeld einer FV-Simulation des gleichen Testfalls initialisiert. Die Initialisierung erfolgt
zur normierten physikalischen Zeit t, = tco/L = 1000. Die Stromungsgrolen werden iiber
das in Abschnitt 5.3.2 erlduterte lokale Interpolationsverfahren an den Positionen der Partikel
interpoliert. Sowohl mit der Embedded-SPH-Simulation als auch mit der FV-Simulation wird
ein weiteres Zeitintervall von ¢, = 10 berechnet. Fiir diesen Zeitbereich wird eine detaillierte
Auswertung der Stromungsfelder durchgefiihrt. Zur Bewertung der Massenerhaltung wird fiir
beide Losungsverfahren ein groeres Zeitintervall von 7, = 150 untersucht.

Bei der Embedded-SPH-Simulation wird ein normierter mittlerer Partikelabstand von rf/D =
0,1 angewendet. Bei der Initialisierung der Embedded-SPH-Simulation werden die Partikel
entlang eines dquidistanten Gitters angeordnet. Demnach ergibt sich im Initialisierungszustand
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Abbildung 7.15: Dimensionierung der Verfeinerungsregionen um den Bereich des Stro-
mungshindernisses

der Simulation eine Anzahl von 25 Partikeln entlang der x-Richtung und eine Anzahl von 50
Partikeln entlang der y-Richtung. Die Glittungsldange des Kernels ist gleich dem mittleren Par-
tikelabstand (& = rf). Die Rechengitter der beiden FV-Rechengebiete sind groBtenteils durch
eine dquivalente raumliche Diskretisierung charakterisiert und als kartesisch anzusehen. Le-
diglich im Bereich des Stromungshindernisses muss die Gitterauflosung des FV-Rechengebiets
verfeinert werden. Die Verfeinerungsregionen sind in Abb. 7.15 veranschaulicht. Innerhalb der
ersten Verfeinerungsregion ,,R1“ wird die Groe der FV-Zellen im Vergleich zu der Gitter-
auflosung auBlerhalb dieses Gebiets auf einen Wert von 0,05D halbiert. Innerhalb der zweiten
Verfeinerungsregion ,,R2“ wird die GroBe der FV-Zellen im Vergleich zur ersten Verfeine-
rungsregion ,,R1* auf einen Wert von 0,025D halbiert. Wahrend der Initialisierung mit dem
FV-Verfahren (also bis #, = 1000) wird eine Zeitschrittweite 67 basierend auf einer akustischen
CFL-Zahl von CFL = ¢(dt/rwf = 1 verwendet. Danach wird die Zeitschrittweite fiir das FV-und
das Embedded-SPH-Verfahren gemall Gl. 4.82 identisch gewihlt. Die Zeitschrittweite nach der
Initialisierung entspricht in etwa einem Viertel der Zeitschrittweite wahrend der Initialisierung.

7.3.2 Auswertung

In Abb. 7.16 sind zur physikalischen Zeit ¢, = 1008 die Ergebnisse verschiedener Stromungs-
groBen der Embedded-SPH-Simulation dargestellt. Die dimensionslosen Koordinaten x, = x/D
und y, = y/D werden durch eine Normierung der Ortskoordinaten mit dem Zylinderdurch-
messer D berechnet. Die Darstellung umfasst einen Bereich der normierten x-Koordinate von
0 < x4 < 30 und somit den Bereich des Stromungshindernisses und des Kopplungsgebiets.
Die Kopplungsrinder sind in Abb. 7.16 durch die vertikalen Strichpunktlinien gekennzeichnet.
Durch die Umstromung des Stromungshindernisses werden periodisch abwechselnd links- und
rechtsdrehende Wirbel von diesem Stromungshindernis abgelost. Dadurch entsteht die von Kar-
man’sche WirbelstraBe. Als Konsequenz sind die Profile der Stromungsgrofen ebenfalls durch
periodische Muster charakterisiert. Anhand des Profils der Wirbelstirke
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Abbildung 7.16: Ergebnis der Embedded-SPH-Simulation fiir die normierten Profile der
Stromungsgrofen zur dimensionslosen physikalischen Zeit 7, = 1008.
Bereiche mit Werten auB3erhalb der Farbskalen sind weil} eingeférbt

konnen die links- und rechtsdrehenden Wirbel visualisiert werden. Die mit der charakteristischen
Frequenz up/D normierte Wirbelstirke w ist in Abb. 7.16¢ dargestellt. An den Stellen der Ma-
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xima und Minima der Wirbelstirke ist das in Abb. 7.16d dargestellte und mit dem dynamischen
Druck pou(z) /2 normierte Profil des Fluiddrucks p durch Minima charakterisiert. Um die Maxima
und Minima der Wirbelstirke herum bilden sich Extremwerte der Komponenten u, und u, der
Fluidgeschwindigkeit aus, die in Abb. 7.16a und Abb. 7.16b mit der Referenzgeschwindigkeit
uo normiert dargestellt sind.

Anhand der Stromungsfelder in Abb. 7.16 ist ersichtlich, dass der Testfall eine hohe Komplexitat
aufweist. Durch die Periodizitiat der Wirbelablosung wird ebenso der Aspekt der Instationa-
ritdt der Stromung beriicksichtigt. Wie aus Abb. 7.16 erkennbar ist, weist das Stromungsfeld
insbesondere im Bereich der Kopplungsriander keine sichtbaren Anzeichen von Unstetigkei-
ten auf. Wirbelstrukturen konnen die Kopplungsrinder ohne das Hervorrufen unphysikalischer
Storungen durchqueren.

In Abb. 7.17 sind die zuvor eingefiihrten Stromungsgrofen als Zeitreihen dargestellt. Die Darstel-
lungen umfassen den raumlichen Bereich des SPH-Rechengebiets und jeweils kleine Ausschnitte
der links und rechts vom SPH-Rechengebiet befindlichen FV-Rechengebiete. Die Kopplungs-
rander sind erneut durch die vertikalen Strichpunktlinien gekennzeichnet. Die Zeitreihe umfasst
einen Bereich der normierten physikalischen Zeit von 1005,2 < ¢, < 1006,2 und ist in Abb.
7.17 mit fortschreitender Zeit von links nach rechts dargestellt. Wéhrend dieser Zeitdauer wird
ein Wirbel vom linken Rand zum rechten Rand des betrachteten Gebiets advektiert. Die Ergeb-
nisse der Stromungsprofile der Embedded-SPH-Simulation (jeweils oben in Abb. 7.17) werden
mit denen der FV-Simulation (jeweils unten in Abb. 7.17) verglichen. Dariiber hinaus sind
unterhalb der Stromungsprofile fiir jeden betrachteten Zeitpunkt die Ergebnisse der Embedded-
SPH-Simulation und der FV-Simulation fiir die Verlaufe der jeweiligen Stromungsgrof3e entlang
der horizontalen Linien ,,L1“ und ,L.2* dargestellt. Die Linie ,,L1* bzw. ,,L.2 ist bei einer
normierten y-Koordinate von y; = 0 bzw. y, = 1,25 definiert (vgl. Abb. 7.14). Auch hier wird
deutlich, dass die Profile zu jedem Zeitpunkt storungsfreie Uberginge an den Kopplungsrindern
aufweisen. Dies ist insbesondere zu den Zeitpunkten bemerkenswert, zu denen die Gradienten
der Stromungsgrofen an den Kopplungsrindern verhiltnisméBig groBe Werte annehmen. Au-
Berdem ist anhand der Stromungsprofile eine sehr gute Ubereinstimmung der Ergebnisse der
Embedded-SPH-Simulation mit den Ergebnissen der FV-Simulation zu konstatieren. Die Dar-
stellung der StromungsgroBen entlang der Linien ,,L1* und ,,L.2 ermoglicht einen genaueren
Vergleich der Ergebnisse. In diesem Zusammenhang wird deutlich, dass selbst kleine Strukturen
der StromungsgroBen, wie z. B. die kleine Vertiefung im Profil der Fluidgeschwindigkeit u, zum
Zeitpunkt £, = 1005,6 (vgl. Abb. 7.17b), libertragen werden. Insbesondere anhand der Verldufe
entlang der Linie ,,L1 sind die signifikanten Gradienten der Stromungsvariablen ersichtlich.
Die groften Unterschiede zwischen den Ergebnissen der beiden Simulationen sind fiir den Fluid-
druck mit zunehmender Entfernung vom linken Kopplungsrand festzustellen (vgl. Abb. 7.17d),
wobei diese immer noch sehr gering sind. Insgesamt lisst sich auf Basis dieses Vergleichs eine
sehr gute Ubereinstimmung zwischen den beiden Simulationen konstatieren.

Zum weiteren Vergleich der Simulationen wird die Wirbelstarke w entlang der vertikalen Li-
nie ,,L.3% die in der Mitte des SPH-Rechengebiets bei einer normierten x-Koordinate von
x4 = 11,25 definiert ist (vgl. Abb. 7.14), zu jedem berechneten Zeitpunkt raumlich gemittelt.
Der zeitliche Verlauf der rdumlich gemittelten Wirbelstirke ist in Abb. 7.18 fiir die Embedded-
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SPH-Simulation und die FV-Simulation dargestellt. Die Zeitpunkte der Minima und Maxima der
Wirbelstirke entsprechen den Zeitpunkten, an denen die vom Stromungshindernis abgelosten
Wirbel die Linie ,,L.3* durchqueren. Sowohl der zeitliche Verlauf als auch die Amplitude der Os-
zillationen zeigen eine exzellente Ubereinstimmung. Auf Basis der Frequenz f der dargestellten
Oszillationen kann eine charakteristische Strouhal-Zahl St = D /ug bestimmt werden. Beide
Simulationen weisen einen Wert von St = 0,225 auf. Dieser Wert resultiert ebenso auf Basis der
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nung an Werdelmann et al. (2021)
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Abbildung 7.17: Vergleich zwischen den Ergebnissen der Embedded-SPH- und der FV-
Simulation fiir Zeitreihen der normierten Stromungsgrofen. In Anleh-
nung an Werdelmann et al. (2021). (Fortsetzung)

Osrzillationen des Auftriebsbeiwerts, der im Zuge dieser Analyse aus einer Kriftebetrachtung
am Stromungshindernis berechnet wurde. Er liegt oberhalb des von Roshko (1953) experimen-
tell bestimmten Werts (St =~ 0,185). Der Unterschied kann dadurch erklart werden, dass das
Verhiltnis des Zylinderdurchmessers zu der Kanalhohe bei dem vorliegenden Testfall deutlich
groBer ist als bei dem genannten Experiment. Eine VergroBerung dieses Verhiltnisses geht mit
einer Erhohung der Strouhal-Zahl einher (Griffith et al., 2011). Dariiber hinaus kann auch eine
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Abbildung 7.18: Zeitlicher Verlauf der tiber der Linie ,,L.3“ rdaumlich gemittelten Wir-
belstirke w

unzureichende Auflosung des Rechengitters im Bereich des Zylinders eine Ursache darstellen.
Da die Ergebnisse der Embedded-SPH-Simulation und der FV-Simulation nahezu identisch
sind, ist das in dieser Arbeit entwickelte Verfahren als Ursache fiir die erlduterte Diskrepanz
auszuschlieBen.

In Abb. 7.19 und Abb. 7.20 sind die Ergebnisse fiir die Massenbilanz der Simulationen veran-
schaulicht. Der zeitliche Verlauf der Summe der konvektiven Massenstrome an den verschiede-
nen Rechengebieten ist in Abb. 7.19a dargestellt. Zum einen beinhaltet Abb. 7.19a die Summe
der konvektiven Massenstrome der Kopplungsriander des SPH-Rechengebiets (,,Embedded-SPH
(Randsegmente, SPH)* in Abb. 7.19a). Diese Summe entspricht dem in Kapitel 6 eingefiihrten
konvektiven Massenstromungleichgewicht MS,C,ag der Randsegmente. Zum anderen beinhal-
tet Abb. 7.19a die Ergebnisse der FV-Simulation (,,FV (Rand auflen)* in Abb. 7.19a) und der
Embedded-SPH-Simulation (,,Embedded-SPH (Rand auflen)* in Abb. 7.19a) fiir die Summe
der konvektiven Massenstrome der Randflichen der Einlass- und Auslassriander des globalen
Rechengebiets. Die Massenstrome sind mit dem Referenzmassenstrom riig = pougrefH nor-
miert. Wihrend der Initialisierung mit dem FV-Verfahren (also vor dem Zeitpunkt 7, = 1000)
oszilliert die Massenstrombilanz mit konstanter Amplitude um einen Mittelwert von null. Nach
der Initialisierung (also nach dem Zeitpunkt #. = 1000) vergroBert sich die Amplitude mit
fortschreitender Zeit. Nach einem Zeitpunkt von ca. £, = 1010 oszilliert die Amplitude. Der
Maximalwert der Amplitude erhoht sich dabei aber nicht weiter. In Abb. 7.19b sind die lokalen
Minima und Maxima der zeitlichen Verldufe , FV (Rand auflen) und ,,Embedded-SPH (Rand
auflen)“ aus Abb. 7.19a iiber einem groBeren Zeitraum bis einschlieBlich z,. = 1150 dargestellt.
Der Verlauf zeigt, dass die Oszillation der Amplituden mit fortschreitender Zeit abklingt und
sich die Amplituden auf einem hoheren Wert als wihrend der Initialisierung stabilisieren. Die in
den vorangegangenen Ausfiihrungen geschilderte Transition der Massenstrombilanz wird durch
die Verkleinerung der Zeitschrittweite nach der Initialisierung verursacht. Durch eine kleinere
Zeitschrittweite verringert sich die numerische Dissipation der Simulation, und damit einherge-
hend vergroflern sich die Amplituden der Stromungsgroflen im Rechengebiet. Sowohl in Abb.
7.19a als auch in Abb. 7.19b ist zwischen den FV- und den Embedded-SPH-Simulationen eine
gute Ubereinstimmung hinsichtlich der Massenstrombilanz iiber den Randfléichen der Einlass-
und Auslassriander des globalen Rechengebiets festzustellen. Die Verldufe der Massenstrome in
Abb. 7.19 werden dariiber hinaus tiber dem dargestellten Zeitintervall gemittelt. Erwartungsge-
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Abbildung 7.19: Zeitliche Verldaufe der Massenstromungleichgewichte

mif ergibt sich fiir die FV-Simulation ein Mittelwert gleich null. Die zeitlichen Verldufe der
Embedded-SPH-Simulation sind im Vergleich zu denen der FV-Simulation zu geringfiigig gro-
Beren Massenstromwerten verschoben. Infolgedessen liegt der mit dem Referenzmassenstrom i
normierte Mittelwert fiir das globale Rechengebiet der Embedded-SPH-Simulation mit 0,046 %o
oberhalb von null. Das konvektive Massenstromungleichgewicht My . 5o des SPH-Rechengebiets
(vgl. ,,Embedded-SPH (Randsegmente, SPH)“ in Abb. 7.19a) weist Oszillationen mit einer ge-
ringeren Amplitude als bei denen der zuvor diskutierten Massenstrombilanzen der globalen
Rechengebiete auf. Der normierte Mittelwert der Massenstrombilanz fiir das SPH-Rechengebiet
liegt ebenfalls bei 0,046 % des Referenzmassenstroms rig. Das geringfiigige Ungleichgewicht
der konvektiven Massenstrome an den Kopplungsriandern wird demnach erwartungsgemif auf
die offenen Rinder des globalen Rechengebiets der Embedded-SPH-Simulation {ibertragen. Die
genannten Ungleichgewichte der Massenstrome liegen, wie bereits bei den Testfdllen in Abschnitt
7.1 und Abschnitt 7.2, in der Gro3enordnung eines Zehntausendstels des Referenzmassenstroms
und sind daher erneut als sehr gering zu bewerten. Ungleichgewichte dieser Gro3enordnung
haben keinen nennenswerten Einfluss auf technisch relevante Simulationen. Somit ist eine sehr
gute Bilanz der Massenstrome festzustellen.

Dariiber hinaus ist fiir die Embedded-SPH-Simulation eine sehr gute Erhaltung der Masse
des Rechengebiets zu konstatieren. In diesem Zusammenhang sind in Abb. 7.20a die zeitli-
chen Verldufe der Differenz Am zwischen der Masse des Rechengebiets zum Zeitpunkt 7, und
der Masse desselben Rechengebiets zum Zeitpunkt ¢z, = 1000 fiir die einzelnen Rechengebie-
te der Embedded-SPH-Simulation dargestellt. Diese Differenzen sind mit der Referenzmasse
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mqy = poH Lrr normiert. Aufgrund der physikalischen Fluktuationen der Massenstrome (vgl.
Abb. 7.19) sind ebenfalls Fluktuationen dieser Massendifferenzen erkennbar. Im Falle der FV-
Rechengebiete der Embedded-SPH-Simulation fluktuieren diese um konstante Werte. Im zeitli-
chen Mittel bleibt die Masse somit erhalten. Die Masse des SPH-Rechengebiets wird nach der
Initialisierung um ca. 0,1 % der Referenzmasse m( verringert und fluktuiert danach ebenfalls um
einen konstanten Mittelwert. Diese Art der Anfangsphase des zeitlichen Verlaufs wurde bereits
in Abschnitt 7.1.2 erortert und kann auf die Anwendung des WCSPH-Ansatzes und des Partikel-
verschiebungsansatzes zuriickgefiihrt werden. Der Anfangsbereich des zeitlichen Verlaufs der
Massendifferenz des SPH-Rechengebiets ist erwartungsgemif auch bei der Massendifferenz des
globalen Rechengebiets der Embedded-SPH-Simulation zu erkennen (,,Embedded-SPH* in Abb.
7.20b). Aullerdem sind in Abb. 7.20b ,,normierte* zeitliche Verldufe der Massendifferenz der
globalen Rechengebiete der Embedded-SPH-Simulation und der FV-Simulation dargestellt. Bei
dieser Normierung wird der fiir die jeweilige Simulation zwischen den Zeitpunkten ¢, = 1002,5
und z, = 1150 berechnete zeitliche Mittelwert der Massendifferenz von der Massendifferenz
subtrahiert. Ahnlich wie bei den Bilanzen der Massenstrome (vgl. Abb. 7.19) ist auch hierbei eine
sehr gute Ubereinstimmung zwischen den zeitlichen Verliufen der Embedded-SPH-Simulation
und der FV-Simulation festzustellen. Insgesamt ist fiir die Embedded-SPH-Simulation folglich
eine sehr gute Massenbilanz zu konstatieren.

Zusammenfassend ist festzuhalten, dass das in dieser Arbeit entwickelte Verfahren fiir die Be-
handlung komplexer instationédrer Stromungszustinde im Bereich der Kopplungsrinder geeignet
ist. Es sind exzellente Ubereinstimmungen zwischen der Embedded-SPH-Simulation und der
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FV-Simulation fiir alle relevanten StromungsgroBen festzustellen. Zudem treten bei der Uber-
tragung dieser Stromungsgrofen an den Kopplungsrindern keine unphysikalischen Storungen
auf. Dariiber hinaus kann eine sehr gute Massenerhaltung verzeichnet werden.






8 Zusammenfassung und Ausblick

Um zukiinftig Verbesserungen des Wirkungsgrads von Gasturbinen unter Einhaltung stren-
ger Emissionsgrenzwerte zu realisieren, muss die Direkte Numerische Simulation (DNS) des
Zerstaubungsvorgangs stiarker in den Entwicklungsprozess eingebunden werden. GroB3e Fort-
schritte bei diesem Simulationsansatz wurden zuletzt mit der gitterfreien Smoothed-Particle-
Hydrodynamics(SPH)-Methode erreicht. Um zukiinftig effiziente und genaue Simulationen von
Verbrennungssystemen zu ermoglichen, muss diese Methode mit gitterbasierten Methoden zur
Simulation der Stromung gekoppelt werden.

Das Ziel der vorliegenden Arbeit war es daher, einen hybriden numerischen Ansatz (Embedded-
SPH) zu entwickeln und zu validieren. Mit diesem Embedded-SPH-Ansatz sollten gitterfreie
SPH-Rechengebiete in Rechengebiete der gitterbasierten Finite-Volumen(FV)-Methode einge-
bettet werden. Ungeachtet der grundsétzlichen Unterschiede zwischen der SPH- und der FV-
Methode musste der Kopplungsansatz stabil und fiir beliebig komplexe Stromungsfelder geeignet
sein sowie eine hinreichend gute Massenerhaltung aufweisen.

Das in der vorliegenden Arbeit entwickelte Kopplungsverfahren grenzt sich insbesondere hin-
sichtlich eines einheitlichen Ansatzes, wie offene und gekoppelte Randbedingungen aufgeprigt
werden, von iibrigen Verfahren ab. Uber diesen Ansatz konnen dieselben Kopplungsbedingun-
gen angewendet werden, wie sie bei der Aufpriagung von Randbedingungen an den Randflichen
des FV-Gitters definiert werden. Die Anwendung verfiigbarer Software fiir die FV-Methode wird
ohne die Entwicklung komplizierter und sperriger Sonderlosungen ermoglicht. Als Konsequenz
befasste sich diese Arbeit im Kern mit der noch jungen SPH-Methode und deren Weiterentwick-
lung hinsichtlich offener und gekoppelter Randbedingungen.

In diesem Zusammenhang wurde erstmals eine Kombination aus statischen Geisterpartikeln
und einem Algorithmus zur kontinuierlichen Massendnderung randnaher Partikel fiir offene
Rinder entwickelt. Der Rand wird zudem durch Randsegmente diskretisiert, an denen die Stro-
mungsgleichungen auf Basis des Navier-Stokes-Characteristic-Boundary-Conditions(NSCBC)-
Ansatzes gelost werden. Randbedingungen an offenen Réndern und Kopplungsbedingungen
unterscheiden sich lediglich hinsichtlich der Berechnung der Stromungszustinde der Geister-
partikel. Durch den gewihlten Ansatz kann die Gleichheit der Massenstrome der gekoppelten
Rechengebiete zu jedem Zeitpunkt und an jedem Ort des Kopplungsrands optimiert werden. Erst-
malig wurde der NSCBC-Ansatz in der SPH-Methode im Detail validiert. Uber diesen Ansatz
konnen zudem nichtreflektierende Randbedingungen appliziert werden, um die Durchldssigkeit
fiir akustische Wellen an offenen Rindern zu ermdglichen.

Durch die zur Realisierung konvektiver Massenstrome an offenen Randern eingefiihrte konti-
nuierliche Masseninderung randnaher Partikel wird im randnahen Bereich eine suboptimale
Anordnung der Partikel begiinstigt. Daraus entstehende unphysikalische Oszillationen der Stro-
mungsvariablen konnten durch die gezielte Auswahl und Validierung geeigneter numerischer
Ansitze hinreichend reduziert werden. Insbesondere die Anwendung einer Korrektur des Kernel-
Gradienten fiir eine erhohte Genauigkeit des Druckgradienten, ein Dichtediffusionsansatz zur
Dampfung von Dichtefluktuationen und ein Partikelverschiebungsansatz zur Homogenisierung
der raumlichen Partikelanordnung waren von wesentlicher Bedeutung. Durch die Anwendung
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dieser Ansitze resultieren zusitzliche Terme, deren Berlicksichtigung in den Erhaltungsglei-
chungen ausfiihrlich diskutiert und anhand eindimensionaler Testfdlle optimiert wurde. Ins-
besondere die Einbeziehung eines numerischen Massenstroms auf Basis der Dichtediffusion
der Partikel erwies sich als enorm wichtig. Es konnte schlielich gezeigt werden, dass das
SPH-Verfahren mit offenen Rindern aufgrund dieser Optimierung eine hohe Stabilitidt und Ge-
nauigkeit sowie eine sehr gute Massenbilanz aufweist. Auch fiir kleine Viskosititswerte, die
denen der in der Verbrennungstechnik typischen Fluide dhneln, ist das Verfahren anwendbar.

Mit Embedded-SPH-Simulationen zweidimensionaler akademischer Testfille konnte die An-
wendbarkeit des Verfahrens auf komplexe Stromungsfelder an den Kopplungsrindern demons-
triert werden. Stark instationdre Stromungen konnen mit dem Verfahren berechnet werden.
Auch bei Vorliegen grofler Gradienten der Stromungsgro3en an den Kopplungsrindern werden
keine sichtbaren unphysikalischen Unstetigkeiten des Stromungsfelds generiert. Wirbel konnen
zwischen den Rechengebieten advektiert werden. Dariiber hinaus ist ein Wechsel der Stromungs-
richtung bei rezirkulierenden Stromungen am Kopplungsrand méglich. Die Ubereinstimmung
der Stromungsfelder mit denen von analytischen und numerischen Referenzlosungen war sehr
gut bis exzellent.

Das entwickelte Verfahren erweist sich insgesamt als ein geeignetes Werkzeug zur Erfiillung
wesentlicher Voraussetzungen bei der Simulation von Stromungsprozessen nahe dem Zerstiu-
bungsgebiet. Die eingefiihrte Kopplung der SPH- und der FV-Methode ist numerisch stabil
und flexibel. Die Massenerhaltung ist hinreichend gut gegeben. Geeignete bestehende Softwa-
relosungen fiir die SPH- und die FV-Methode konnen mit diesem Ansatz auf eine einfache
Weise adaptiert werden. Um die Anwendung des Verfahrens im Bereich der Simulation von
Fliissigbrennstoffsystemen voranzutreiben, sind allerdings weiterfiihrende Untersuchungen und
Erweiterungen des Verfahrens notwendig. Hierunter fillt insbesondere die Anwendung auf
mehrphasige Fluide. Weitere Anpassungen des Verfahrens im Hinblick auf dreidimensionale
Rechengebiete sind ebenfalls notwendig. Dariiber hinaus sollte der Algorithmus zur kontinu-
ierlichen Anderung der Partikelmasse an den offenen Riindern fiir nichtebene Randgeometrien
weiterentwickelt werden, wodurch beliebige Geometrien als Embedded-SPH-Rechengebiete de-
finiert werden konnten.
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Anhang

A.1 Herleitung der NSCBC-Gleichung

In diesem Abschnitt wird die Herleitung von Gl. 5.1 zur Beschreibung der Anderungsrate
des Zustandsvektors X; = [py, uf]T des Randsegments s gemiB des in Abschnitt 5.2 an-
gewendeten Navier-Stokes-Characteristic-Boundary-Conditions(NSCBC)-Verfahrens (Poinsot
und Lelef, 1992) erldutert. Der Zustandsvektor X; besteht aus dem Fluiddruck p und der Fluid-
geschwindigkeit u; und ist an der Position ry definiert. Zum Zwecke der besseren Lesbarkeit
der nachfolgenden Gleichungen wird der Index s im Folgenden nicht mehr aufgefiihrt. Alle
nachfolgend genutzten Variablen beziehen sich aber auf das Randsegment s. Um den Informa-
tionseintrag und -austrag fiir das Rechengebiet €2 entlang der Richtung des Normaleneinheits-
vektors n des Randsegments s zu erfassen, miissen die Erhaltungsgleichungen in dem bereits
eingefiihrten lokalen Koordinatensystem R’ mit den Komponenten (£, 1y, 1n2) (vgl. Abb. 5.3)
formuliert werden. Die Komponente ¢ ist dabei fiir den Informationstransfer iiber das Randseg-
ment relevant. Der Geschwindigkeitsvektor u wird ebenfalls in das lokale Koordinatensystem
R’ transformiert. Der transformierte Geschwindigkeitsvektor wird als u’ = [uf, Up, 1, u,,,z] T
bezeichnet (vgl. Abb. 5.3). Damit ergibt sich auch der im lokalen Koordinatensystem R’ de-
finierte Zustandsvektor X’ = [p, u’'T]T. Ziel der nachfolgenden Ausfiihrungen ist, zuerst eine
charakteristische Formulierung der Erhaltungsgleichungen fiir den Zustandsvektor X’ zu entwi-
ckeln, in der nur nichtdiffusive Terme und Ortsableitungen nach der zum Rand orthogonalen
Raumrichtung einbezogen werden. Uber diese Formulierung konnen Rand- und Kopplungsbe-
dingungen gemifl Abschnitt 5.2.4 und Abschnitt 5.2.5 auf konsistente Weise aufgepragt werden.
AnschlieBend muss die zeitliche Anderungsrate des im lokalen Koordinatensystem definierten
Zustandsvektors X’ unter Beriicksichtigung der in den charakteristischen Gleichungen vernach-
liassigten Terme in eine zeitliche Anderungsrate des Zustandsvektors X umgerechnet werden.
Die nachfolgende Herleitung orientiert sich dabei an den Arbeiten von Poinsot und Lelef (1992)
und Thompson (1987).

Fiir die Berechnung der zeitlichen Anderungsrate des Zustandsvektors X des Randsegments s
werden die Erhaltungsgleichungen in differentieller Form herangezogen. Es ist zur Herleitung
dieser Gleichungen vorteilhaft, die Erhaltungsgleichungen der Masse und des Impulses als
System partieller Differentialgleichungen in Matrizenschreibweise darzustellen. Dazu wird in
Gl. 3.7 der Ausdruck p® durch den konservativen Zustandsvektor Z = [p, puT]T ersetzt:

07

E:—V~(U®Z)—V-FC’Z—V~F(1’Z (A.1)
In Gl. A.1 beschreibt F.z bzw. F; 7z eine Matrix, die spaltenweise aus den nichtdiffusiven
bzw. diffusiven Flussvektoren der einzelnen Erhaltungsgleichungen zusammengesetzt ist (vgl.
Abschnitt 3.1):

Fc,Z = [Fc,q):l, Fc,(D:u] (AZ)
Fiz = [Fag-1,Fio-u] (A.3)
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Gl. A.1 kann durch Multiplikation mit der Jacobi-Matrix A umformuliert werden, um die
zeitliche Anderungsrate eines primitiven Zustandsvektors X = [p, uT]T durch das Differential-
gleichungssystem zu beschreiben:

0X 0X
—=-A-V. Z+F.z)-A-V-F it A=— =
57 (ll QL+ ,Z) dz it £y

C2 Ol,n

—ll/p In/p

(A.4)

Die Matrix 0 bzw. I ist die Nullmatrix bzw. die (quadratische) Einheitsmatrix mit der in den
Indizes deklarierten Anzahl an Zeilen und Spalten, wobei n die Anzahl der rdumlichen Di-
mensionen reprasentiert. Der erste Term auf der rechten Seite der Gl. A.4 bezieht sich auf die
nichtdiffusiven Fliisse. Ausschlieflich dieser Anteil soll in den charakteristischen Gleichungen
beriicksichtigt werden. Darliber hinaus miissen die charakteristischen Gleichungen, wie ein-
gangs erldutert wurde, auf Basis des am Randsegment definierten lokalen Koordinatensystems
R’ formuliert werden. Es wird daher der Term 6X’/dt|. eingefiihrt, iiber den die zeitliche An-
derungsrate des im lokalen Koordinatensystem R’ definierten Zustandsvektors X’ basierend auf
nichtdiffusiven Fliissen reprisentiert wird. Diese Anderungsrate kann daher wie folgt in Gl. A.4
eingesetzt werden:

oxX ox’
9 1. _A-V.F it T=
o1 o1 dz mit

C

I 0,
On’l m

(A.5)

Die n x n-Matrix R ist die Rotationsmatrix, tiber die ein Vektor (hier: u”) aus dem lokalen Koor-
dinatensystem R’ in das globale Koordinatensystem R transformiert wird. Im Folgenden werden
alle Vektoren und rdaumlichen Ableitungen, die im lokalen kartesischen Koordinatensystem R’
definiert sind, durch das Hinzufiigen eines Apostrophen (’ ) zu den entsprechenden Symbolen
indiziert. Die Anderungsrate dX'/d¢|. ist analog zu Gl. A.4 wie folgt definiert:

C2 017,,

-u'/p L./p

). 4
ot

(A.6)

=NV (WeZ +F,) mi A==

c

Der Differentialoperator V’ ist auf Basis der rdumlichen Ableitungen nach den Komponenten
(¢, n1, m2) des lokalen Koordinatensystems R’ definiert. Als nichstes wird die sogenannte
quasilineare Form des Differentialgleichungssystems A.6 entwickelt, die dadurch charakterisiert
ist, dass nur Ableitungen des Zustandsvektors X’ in dem Gleichungssystem auftreten. Hierfiir
wird zuerst die Divergenz in Gl. A.6 in die Komponenten (&, 11, 12) des Koordinatensystems
R’ zerlegt:

1

n

oxX’
ot

=—A'-i(u§Z'+F’T )—A'-

' (s + ¥, | (A7)
c o¢ 24 "

on; &L

i=1

In Gl. A7 ist F’C 7k der Zeilenvektor der Matrix F : 7 der zu der Komponente k des Koordina-
tensystems R’ gehort. Fiir k = £ bzw. k = | wiirde sich entsprechend der erste bzw. der zweite
Zeilenvektor der Matrix F/ , ergeben. Die Ortsableitungen des Differentialgleichungssystems
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A.7 konnen unter Anwendung entsprechender Jacobi-Matrizen in Ableitungen des Zustandsvek-
tors X’ umgeformt werden. Die Jacobi-Matrizen sind dabei spezifisch fiir jede Raumrichtung.
Die quasilineare Form des Differentialgleichungssystems lautet wie folgt:

’ -1 ’
, 8X Z - 8X (A.8)
=1

oX'|
ot |,

Die fiir die jeweiligen Raumrichtungen spezifischen Matrizen D;c und D;] ; enthalten die zuvor
genannten Jacobi-Matrizen und sind wie folgt definiert:

O (w2’ 6F'CT A ]

D,=A (”.f, ) N Zlf _| D¢ 0>,-1 (A.9)
aX aX 0,12 ug L]
9 (u,2’) OF CT . . 5

D;;; — A ( 7, : ) + Z,TI u:],l I Dr],t,r (A.10)
X X Dn,i,l Ui In—IA

Die Matrizen l~)§, l~),7,,-,1 und l~),7,,-,r in den GIn. A.9 und A.10 sind unter Beriicksichtigung der
Definitionen der Flussvektoren (vgl. Gl. 3.12 und GI. 3.19) wie folgt definiert:

2
D, =|" *° (A.11)
l/p Ug
- 1/p, fira=iund b =1
Dn,i,l,ab = { ép sonst (A12)
2 .. .
N pc”, fira=1lundb =i
Dyirap = (A.13)
e { 0, sonst

Wie bereits erldutert wurde, werden bei der charakteristischen Formulierung des Differential-
gleichungssystems nur die Ortsableitungen nach der Koordinatenrichtung &, die normal zum
Randsegment ausgerichtet ist, beriicksichtigt. Es wird daher der Term dX'/dt|. . eingefiihrt,
tiber den die zeitliche Anderungsrate des im lokalen Koordinatensystem R’ definierten Zu-
standsvektors X’ ausschlieBlich basierend auf nichtdiffusiven Fliissen und Ortsableitungen nach
der Koordinatenrichtung ¢ reprisentiert wird. Diese zeitliche Anderungsrate ist demnach geméf
Gl. A.8 wie folgt definiert:

oxX’

ot |.¢

oxX’
=-D.. A.14
t 2 (A.14)

Die zeitliche Anderungsrate X’/ 01| . kann entsprechend in Gl. A.8 eingesetzt werden:

ox'|
ot |,

oxX’

n—1

19).¢
N (A.15)
ot e Z n

i=1 oni

Nachfolgend wird das Differentialgleichungssystem A.14 umformuliert, um eine Zerlegung in
die iiber das Randsegment ein- und austretenden Wellen zu erhalten. Uber diese Wellen werden
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gewisse Ausdriicke der Stromungsvariablen transportiert. Die Ausbreitungsgeschwindigkeiten
dieser Wellen sind durch die Eigenwerte der Matrix D’f definiert. Die Diagonalmatrix A dieser
Eigenwerte sowie die zugehorigen Matrizen L bzw. R der linken bzw. rechten Eigenvektoren
konnen zu folgenden Ausdriicken bestimmt werden:

A _ o

A =diag (A1, ..., A1) = Vot e A= |te O (A.16)
»0,1_1,2 ug In—l 0 ug —C
[T 0., _

L=[l, ..., LT = 2nell it L= PC (A.17)
»0n—1,2 In—l | »1 —pc

R=[ry, ..., il e I T e 1/2 (A.18)
0,12 Tt 1/(2p¢) ~1/(2pc)

Die ersten zwei Eigenwerte sind 4| = ug+c und A, = ug — c. Fiir jede transversale Geschwindig-
keitskomponente u;, ; ergibt sich ein weiterer Eigenwert Ay, = ug mit/ € {1,...,n—1}. Gleiches
wiirde fiir etwaige weitere Skalare gelten, die gemif einer reinen Advektionstransportgleichung
definiert sind. Die Matrix L entspricht dem Spaltenvektor der einzelnen linken Eigenvektoren.
Die Matrix R entspricht dem Zeilenvektor der einzelnen rechten Eigenvektoren. Zwischen den
Matrizen D’g, A und L herrscht der Zusammenhang L - D’f = A - L. Durch Multiplikation von
Gl. A.14 mit der Matrix L der linken Eigenvektoren ergibt sich die folgende Gleichung:

X’ X’

L
ot & o0&

0 (A.19)

Der zweite Term auf der linken Seite von Gl. A.19 wird zu dem Vektor £ zusammengefasst:

oxX’ 14).¢
: i i = Al - —— A.20
o mit L 9 ( )

Gl. A.19 lasst sich somit in n + 1 charakteristische Differentialgleichungen zerlegen:

‘EZ[L], LI £n+l]T:A'L

oxX’

L. 0X
ot '

c,¢ . a_'f

1

=0 mit ief{l,...,n+1} (A.21)

Uber Gl. A.21 wird ausgedriickt, dass entlang der charakteristischen Kurve d¢/dt = A;, die durch
den Eigenwert A; vorgeschrieben wird, das Skalarprodukt I; - dX’/d¢ aus dem zum Eigenwert A;
zugehorigen linken Eigenvektor I; und der substantiellen Ableitung des Zustandsvektors konstant
ist.

Durch die erfolgte Zerlegung wird somit eindeutig zwischen Informationen (Ausdriicke des Zu-
standsvektors), die in das Rechengebiet eintreten (positiver Eigenwert A; > 0) und aus dem Re-
chengebiet austreten (negativer Eigenwert 4; < 0), unterschieden. Aufgrund der Einschriankung
auf subsonische Stromungen ist die Schallgeschwindigkeit ¢ stets grofer als die Komponente u,
der Fluidgeschwindigkeit. Daher ist der Eigenwert A = ug + ¢ stets groer als null und somit
einer in das Rechengebiet eintretenden Welle zugeordnet. Im Gegensatz dazu ist der Eigenwert
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A2 = ug — c stets kleiner als null und somit einer aus dem Rechengebiet austretenden Welle
zugeordnet. Die Wellen, die den Eigenwerten A2y = ug mit [ € {1, ... , n — 1} zugeordnet
sind, konnen je nach Vorzeichen der Komponente u; der Fluidgeschwindigkeit entweder in das
Rechengebiet ein- (ug > 0, Einstromrand) oder austreten (us < 0, Ausstromrand).

Im Falle einer zeitlich invarianten Matrix fo kann GI. A.19 aulerdem in eine reine Advektions-
gleichung der charakteristischen Variablen Y’ = L - X’ iiberfiihrt werden:
oY’ oYy oY

+A- =
ot ck 0¢ ot ck

+L=0 (A.22)

Unter dieser Annahme waren somit die charakteristischen Variablen Yl.’ =1, - X/, die Komponen-
ten des Zustandsvektors Y’, entlang den charakteristischen Richtungen, die durch die Eigenwerte
A; vorgeschrieben werden, konstant. Des Weiteren ist aus der Formulierung in Gl. A.22 ersicht-
lich, dass die Komponente £; des Vektors L als der Gegenwert der zeitlichen Variation der
charakteristischen Variable Y/ definiert ist. Daher wird die Komponente .£; auch als Variation
der Wellenamplitude bezeichnet.

Um die zeitliche Variation des Zustandsvektors X’ zu bestimmen, wird Gl. A.19 mit der Matrix
R der rechten Eigenvektoren (vgl. Gl. A.18) multipliziert. Unter Beachtung des Zusammenhangs
R - L = I und nach Einsetzen des Vektors L entsprechend GIl. A.20 ergibt sich die folgende
Differentialgleichung des Zustandsvektors X'

19).¢
ot

=-R-L (A.23)
cé

Die gesamte zeitliche Anderungsrate des Zustandsvektors X wird definiert, indem Gl. A.23 in
Gl. A.15 und die resultierende Gleichung in Gl. A.5 eingesetzt wird:

0X
T __T.
ot

~A-V-Fuz (A.24)

n—1
, X
R-L+Z;DW.- i

Wie bereits erlidutert wurde, ergibt sich die gesamte zeitliche Anderungsrate des Zustandsvektors
X somit aus zwei Anteilen. Ein Anteil ist durch die charakteristischen Gleichungen gegeben
(erster Term in der Klammer in Gl. A.24). Der andere Anteil folgt aus den Korrekturen fiir
die Ortsableitungen nach den rdumlichen Komponenten innerhalb der Ebene des Randsegments
(zweiter Term in der Klammer in Gl. A.24) und die diffusiven Fliisse (letzter Term in Gl. A.24).

A.2 Konsistenz der Kernel-Approximation im randnahen Bereich

Die Kernel-Approximation der in dieser Arbeit verwendeten SPH-Methode hat eine Konsis-
tenzordnung 1 (vgl. Abschnitt 4.4). Uber eine Konsistenzordnung 1 wird sichergestellt, dass der
Funktionswert einer linearen Funktion sowie der Gradient dieser Funktion durch diese Appro-
ximation exakt reproduziert werden konnen. In Abschnitt 5.3.1 wurde ein Verfahren eingefiihrt,
bei dem die Stromungszustinde der Geisterpartikel durch eine lineare Extrapolation von den
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Abbildung A.1: Kernel-Einflussgebiet Qy, das sowohl das Rechengebiet Q als auch das
Geistergebiet €2, tiberlappt

Stromungszustinden der Randsegmente bestimmt werden. An dieser Stelle soll gezeigt werden,
dass die zuvor erwihnte Konsistenz durch diese lineare Extrapolation bewahrt werden kann.
Dies bedeutet, dass der tatsdchliche Gradient G, o (¥) = VX; (¥) einer beliebigen Komponente
X; des Zustandsvektors X an der Position F innerhalb des SPH-Rechengebiets € auf Basis der
Kernel-Approximation des Gradienten und einer linearen Extrapolation des Stromungsfelds an
den Positionen der Geisterpartikel des Gebiets €2, reproduziert werden kann.

In Abb. A.1 ist die Kernel-Approximation an einer randnahen Position F veranschaulicht. Das
Einflussgebiet Qi des Kernels an der Position F iiberlappt sowohl das Rechengebiet €2 als auch
das Geistergebiet Q,. Die Kernel-Approximation des Gradienten der beliebigen Komponente X;
des Zustandsvektors X ist an der Position F wie folgt definiert (vgl. Abschnitt 4.1):

X; (r') Viw dr’ +/ X; (r') Viw dr’
unQ, (A.25)

(ViXi(F))g (ViXi(F)q,q

(ViX; (F) = / X; (v') Viw dr’ = /

Qf QNQ

Zum Zwecke der besseren Lesbarkeit der Gl. A.25 ist das Argument (¥ —r’) des Kernel-
Gradienten nicht aufgefiihrt. In Gl. A.25 sowie in den folgenden Ausfiihrungen gilt stets Viw =
Viw (F —1’). Der erste Term (Vi X; (¥))q auf der rechten Seite in Gl. A.25 beriicksichtigt die
Schnittmenge des Einflussgebiets Qi des Kernels mit dem Rechengebiet Q. Der zweite Term
(ViX; (F))q,, beriicksichtigt die entsprechende Schnittmenge mit dem Geistergebiet Q,. Um
zu zeigen, dass der tatsdchliche Gradient G;q (F) auch an einer randnahen Position F iiber
die Approximation (ViX; (¥)) reproduziert werden kann, wird der Funktionswert X; (r’) in
Gl. A.25 nachfolgend in Abhingigkeit des an der Position ¥ definierten Funktionswerts X; (¥)
und des zugehorigen Gradienten G; g (¥) formuliert. Unter der Annahme, dass die Funktion X;
innerhalb des Rechengebiets Q stetig ist, kann der Funktionswert (X; (r’))q fiir Ortsvektoren
r’, die innerhalb des Rechengebiets Q liegen, iiber eine Taylor-Reihe erster Ordnung um die
Position r ausgedriickt werden (Liu und Liu, 2010):

(X ()g =X (F) + (' = F) - Gio (F) + O(|Ir' — F|[*) (A.26)
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In Gl. A.26 ist O(||r’ — ¥||?) ein Fehler, der sich proportional zum Quadrat des Abstands der
Ortsvektoren r’ und ¥ verhdlt.

Bei der Definition des Funktionswerts X; (r’) fiir Ortsvektoren r’, die innerhalb des Geisterge-
biets Q, liegen, muss die eingangs genannte Extrapolation der Funktionswerte berticksichtigt
werden. Es wird nachfolgend angenommen, dass ein innerhalb des Geistergebiets €, definierter
Ortsvektor r’ eindeutig auf einen am Rand 9€Q definierten Ortsvektor r), projiziert werden
kann (r' - r),). Da die in dieser Arbeit behandelten offenen Rénder stets eben sind, ist diese
Annahme erfiillt. Der Verbindungsvektor r’ -/, dieser Ortsvektoren ist entgegengesetzt zu dem
an der Position 1, definierten Normaleneinheitsvektor n(r),) des Rands dQ orientiert. Der
erlduterte Zusammenhang ist in Abb. A.1 veranschaulicht. Wie eingangs dargelegt wurde, soll
innerhalb des Geistergebiets eine lineare Extrapolation der Funktionswerte durchgefiihrt wer-
den. Daher wird der Funktionswert (X;(r))q , an der Position r’ innerhalb des Geistergebiets
Q, auf Basis des Funktionswerts X;(r}) an der Randposition r,,, also der Randbedingung,
und eines Gradienten G;, der noch bestimmt werden muss, folgendermaf3en definiert:

A

(X; ()q, = Xi(X)o) + (' = 1)g) - Gi (A.27)

Der Funktionswert X;(r,) ldsst sich fir r’ = r), gemédB der Taylor-Reihe in GI. A.26 aus-
driicken. Durch Einsetzen dieser Taylor-Reihe fiir den Funktionswert X;(r),,) in Gl. A.27 ergibt
sich die folgende Gleichung:

(X () = Xi(H) + Ty - (Gia(®) - 6) +1- 6~ F - Gia(F) + O(lIrh — FIP)  (A28)

In Form von Gl. A.26 und GI. A.28 stehen nun fiir beide Gebiete, L und €2, die Formulierungen
des Funktionswerts X; (r’) in Abhéngigkeit des Funktionswerts X; (¥) zur Verfiigung. In Gl1. A.25
wird daher nachfolgend Gl. A.26 im Term (Vi X; (F))q und Gl. A.28 im Term (ViX; (F))q , filr
den Funktionswert X; (r’) eingesetzt:

(ViX; () = (Xi(F) - F - Goa () /

Viw dr’ + / o (Gi,g(f') - Gi) Viw dr’
Q; QfﬂQg

(A.29)
+ / r - G, o(F)Viw dr’ + / r - G;Vew dr’ + O(h?)
QNQ QfﬂQg

Das erste Integral in Gl. A.29 ist das Ergebnis einer Umformung, bei der die Integrale iiber den
Schnittmengen Q¢ N € und Q¢ N Q, aufgrund der Definition

Q= (Q:NQ) U (Qr N Q) (A.30)

zusammengefasst werden. AuBerdem werden die Fehler O(||r’ — #||*) und O(lIryg — F[|%)
zu dem Fehler O(h?) auf Basis der Glittungslinge /# kombiniert. Im Folgenden muss der
Gradient G; bestimmt werden. Wie eingangs erldutert wurde, ist das Ziel, die Konsistenzordnung
1 bei der Kernel-Approximation des Gradienten der Funktion X; an der Position F nicht zu
verletzen. Das erste Integral in Gl. A.29 ist per Definition aufgrund der Kompaktheit des Kernels
gleich dem Nullvektor (Violeau, 2012). Anhand GIl. A.29 ist demnach erkennbar, dass die
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Approximation (Vi X; (¥)) in erster Ndherung dem tatsdchlichen Gradienten G; o (¥) entspricht,
wenn die Gradienten G; und G, o (F) in erster Naherung gleich sind. In diesem Fall sind nur die
letzten zwei Integrale in Gl. A.29 ungleich dem Nullvektor, und es ergibt sich gemif3 Gl. A.30
der folgende Zusammenhang:

Gi=Gio(®)+0(h) = (ViXi(P) = / r - Gio(F)Viw dr’ + O(h?)
= (/ Vf-W Qr dl‘/) . Gi’g (f') + O(hz)
Qp

(A.31)
= —(/ Vr’W ® l', dl") : Gi,Q (f) + O(hz)
Q

-1,
=Gigq (F) + O(h?)

In GIl. A.31 wird bei dem Schritt von der zweiten Zeile zur dritten Zeile die Identitat Viw =
—Vw (Violeau, 2012) genutzt. Die Identitit zwischen dem Integral in der dritten Zeile und der
Einheitsmatrix'® I, kann z. B. in der Arbeit von Violeau (2012) nachvollzogen werden.

Aufgrund der zuvor definierten Anforderung G; = G q (F) + O(h?) miissten die Funktionswerte
X; der Geisterpartikel zur Berechnung der Partikel-Approximation des Gradienten V.X;(¥) fiir
jedes Partikel des Rechengebiets individuell bestimmt werden. Weniger rechenintensiv wire
eine universelle Bestimmung dieser Funktionswerte, sodass fiir die Interaktionen aller Partikel
des Rechengebiets dieselben Funktionswerte der Geisterpartikel verwendet werden konnen. Wie
zuvor dargestellt wurde, gibt es eine eindeutige Zuordnung zwischen einer Position innerhalb
des Geistergebiets und einer Position am Rand (r’ r’ag). Ein universeller Funktionswert an der
Position r’ sollte daher auf Basis der Randinformationen an der Position rgg berechnet werden.
Auf Basis der Taylor-Reihe erster Ordnung gilt die Beziehung G; o(r),) = G;a(F) + O(||r), -
#||?) zwischen den Gradienten an den Positionen f und r;o- Somitkann in Gl. A.27 der Ausdruck
G; = Gi,g(r’ag) eingesetzt werden, ohne dass Gl. A.31 verletzt wird. Der Funktionswert an der
Position r’ innerhalb des Geistergebiets darf also gemif3 einer linearen Extrapolation, die auf
dem Funktionswert und dem entsprechenden Gradienten an der zugehdrigen Randposition r),
basiert, berechnet werden.

A.3 Relaxation eines Gradienten am Gebietsrand

Wie in Abschnitt 5.3.1 erlautert wurde, ware fiir die Berechnung des Gradienten einer Kom-
ponente X; des Zustandsvektors X an einem Randsegment s iiber Gl. 5.18 die Losung eines
linearen Gleichungssystems notwendig. Die Losung dieses Gleichungssystems soll vermieden
werden, indem bei der Berechnung des Gradienten die Stromungszustinde der Geisterpartikel
vom vorherigen Zeitschritt angewendet werden (vgl. Gl. 5.19). Dadurch kommt es zu einer
zeitlichen Relaxation des Gradienten. Zur Bewertung der Relaxation soll an dieser Stelle unter

3Die Anzahl der Zeilen und Spalten der Einheitsmatrix ist gleich der Anzahl der raumlichen Dimensionen .
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Anwendung vereinfachter Randbedingungen untersucht werden, nach wie vielen Zeitschritten
ein durch Ungenauigkeiten der Stromungsgroflen vorliegender anfinglicher Fehler des am Rand-
segment berechneten Gradienten reduziert wird. Die Herleitung in diesem Kapitel orientiert sich
an der Veroffentlichung von Werdelmann et al. (2021).

Bei nur einer rdumlichen Dimension lisst sich der Einfluss der Relaxation leicht bewerten. In
diesem Fall besteht der Rand nur aus einem Randsegment s. Somit entfillt die Summe iiber k
in GI. 5.19, und der Index k wird zum Index s. AuBerdem gilt unter dieser Voraussetzung in
Gl. 5.19 fiir alle Geisterpartikel g € G das Verhiltnis Vi os/V,., = 1, da die Einflussgebiete
der Geisterpartikel nur durch das Einflussgebiet des Randsegments s iiberlappt werden. Es
wird an dieser Stelle angenommen, dass die Funktionswerte X;;, der Partikel b € C des SPH-
Rechengebiets und der Funktionswert X;; des Randsegments s entsprechend einer zeitlich
invarianten linearen Funktion X; mit dem Gradienten G, o definiert sind. Der Gradient G; g ¢
istentsprechend die Komponente des Gradienten G; g in Normalenrichtung £, des Randsegments
s. Diese Komponente des Gradienten soll iiber die Partikel-Approximation [VX;] . berechnet
werden. Unter Beriicksichtigung der zuvor erlduterten Zusammenhinge ergibt sich aus Gl. 5.19
die folgende Gleichung:

[VX13 = D Vo (Xii + 7seGrase) Mo Tow D Ve (Xis + rgeg [VXIL ) - Vow (A32)
beC gcG

In Gl. A.32 wird der Funktionswert X;; des Partikels b € C durch eine Extrapolation des
Funktionswerts X;; des Randsegments s unter Anwendung des Gradienten G; g ;s und des
Abstands rps ¢ = rps - Dy zwischen dem Partikel 5 und dem Randsegment s ersetzt. Uber die zu
Gl. A.32 entsprechende Kernel-Approximation lisst sich zeigen, dass Gl. A.32 unter den zuvor
eingefiihrten Bedingungen niherungsweise dem folgenden Ausdruck entspricht (Werdelmann
et al., 2021):

1
~3 (Gl-,g,s,f + [VXi]g,g) (A.33)

Im Falle eines zeitlich invarianten Gradienten G; g ¢ entspricht Gl. A.33 einer inhomogenen

[VXi];}Ifl

linearen Rekursionsgleichung erster Ordnung. Fiir diese Rekursion kann der Gradient [VX;]" £

zum Zeitpunkt v wie folgt als Funktion des Gradienten [VX; ] 5,¢ Zum Zeitpunkt 0 ausgedriickt
werden:

1
VXl = 57 ([VX10% — Giguse) + Gianse (A34)

Gl. A.34 lasst sich auch mit normierten Abweichungen & zwischen dem approximierten Gradi-
enten [VX;], , und dem tatsdchlichen Gradienten G; g s ¢ formulieren:

P (VX! — Giouse [VXil0, — Giguse
E=— mit g,= , E0 = -
2v Gz,Q,s,.f

(A.35)
Gigs.e

Die normierte Abweichung &, nimmt demnach exponentiell mit Fortschreiten des Zeitpunkts
v ab. Gemil Gl. A.35 kann berechnet werden, dass fiir einen anfinglichen Fehler von 100 %
(g0 = 1) ca. drei (v = 3) bzw. sieben (v = 7) Zeitschritte bendtigt werden, um den Fehler
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auf 10% (g,=3 = 0,1) bzw. 1% (&,-7 = 0,01) zu reduzieren. Die Relaxation wird daher als
akzeptabel bewertet.

A.4 Massenstrombilanz des Rechengebiets

Ein wichtiger Aspekt des in dieser Arbeit entwickelten Verfahrens fiir offene und gekoppelte
Randbedingungen ist die Massenstrombilanz im Rechengebiet. Bei dem vorliegenden Verfah-
ren werden Massenstrome auf Basis der Stromungszustinde der Randsegmente (vgl. Abschnitt
5.2) berechnet. Diese Massenstrome konnen aufgrund der festen Topologie zwischen Randseg-
menten des SPH-Rechengebiets und Flichenelementen des FV-Rechengebiets direkt an dem
Rand des FV-Rechengebiets aufgepriigt werden. Uber den in Abschnitt 5.4 eingefiihrten Al-
gorithmus zur Anpassung der Masse randnaher Partikel wird ein bestmdgliches Gleichgewicht
zwischen den Massenstromen an dem SPH- und dem FV-Rechengebiet angestrebt. In diesem
Abschnitt wird die Massenbilanz eines globalen Rechengebiets aufgestellt, das in einzelne FV-
und SPH-Rechengebiete zerlegt ist. AuBerdem werden die verschiedenen Massenstrome ei-
nes SPH-Rechengebiets zusammengefasst. Die resultierenden Massenstromdefinitionen dienen
in Kapitel 6 als Grundlage bei der Bewertung der Massenerhaltung fiir das in dieser Arbeit
entwickelte Verfahren.

Zunichst wird zusammengefasst, welche Einfliisse zu der Massenstrombilanz beitragen. Prinzi-
piell kann das Rechengebiet Q in eine beliebig grole Anzahl an FV- und SPH-Rechengebieten
zerlegt werden. Fiir jedes der FV-Rechengebiete j lasst sich die folgende Massenbilanz definie-
ren:

dm; , . .

o= Qe = ) Dy sei Yi€Zw (A.36)
i€R; keZspu i€R ik
|

Offene Rinder Gekoppelte Rinder

In GI. A.36 ist Zry die Menge der FV-Rechengebiete, Zspy die Menge der SPH-Rechengebiete,
R ; die Menge der offenen (nichtgekoppelten) Rénder des FV-Rechengebiets j und R jx die Menge
der Rénder, iiber die das FV-Rechengebiet j und das SPH-Rechengebiet k miteinander gekoppelt
werden. Die Masse m ; reprisentiert die integrale Masse der Zellen des FV-Rechengebiets j. Der
Massenstrom ri1 ¢ .; (der Index c steht fiir ,,convective®) ist der integrale Massenstrom an dem
offenen Rand i des FV-Rechengebiets j. Dieser ist positiv, wenn in Summe Masse an dem Rand
in das FV-Rechengebiet eintritt. Der Massenstrom 7 . ; hingegen ist der integrale Massenstrom
an dem gekoppelten Rand i. Dieser ist positiv, wenn in Summe Masse an dem Rand aus dem
FV-Rechengebiet austritt bzw. in das SPH-Rechengebiet eintritt. In Gl. A.36 wird angenommen,
dass das FV-Verfahren konservativ ist.

Fiir ein SPH-Rechengebiet j kann eine dhnliche Massenbilanz auf Basis der integralen Masse
m; aller Partikel dieses Rechengebiets aufgestellt werden. Diese Bilanz ist nicht gleicherma-
Ben trivial wie im Falle des FV-Rechengebiets. Dies hat im Wesentlichen zwei Griinde: Zum
einen ergeben sich auf Basis des in Abschnitt 4.5 erlduterten numerischen Ansatzes fiir die Er-
haltungsgleichungen neben den physikalischen konvektiven Massenstromen gewisse sekundére
numerische Massenstrome, die zudem teilweise nicht konservativ sind. Zum anderen wird, wie
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in Abschnitt 5.4 dargestellt wurde, nicht immer ein perfektes Gleichgewicht zwischen der An-
derung der Partikelmasse an offenen Rédndern und den an den entsprechenden Randsegmenten
definierten Massenstromen erreicht.

In Abb. A.2 sind die Beziehungen der im Folgenden eingefiihrten Definitionen zur Massenén-
derung veranschaulicht. Das Diagramm stellt die Massenstrome eines einzelnen Rechengebiets
j dar. Aus Griinden der Ubersichtlichkeit wird auf den Index j in der Abbildung und in den
folgenden Ausfiihrungen verzichtet. In Abb. A.2 sowie im folgenden Text werden verschiedene
Arten von Klassifizierungen der Massenstrome angewendet. Die Rahmen mit durchgezogener
Kontur in Abb. A.2 umfassen Massenstrome, die sich auf die gleichen Diskretisierungsele-
mente beziehen. Der unterste Block (,,Partikel (Rechengebiet)) bezieht sich auf die Partikel
des internen Rechengebiets. Diese Massenstrome werden mit dem Index p (fiir ,,particle) ge-
kennzeichnet. Der mittlere Block (,,Randsegmente*) bezieht sich auf die Randsegmente. Diese
Massenstrome werden mit dem Index s (fiir ,,segments®) gekennzeichnet. In dem obersten Block
,Global“ sind gewisse Ungleichgewichte zwischen Massenstromen der Partikel und der Rand-
segmente definiert. Diese Massenstromdifferenzen werden iiber das A-Symbol gekennzeichnet.
AuBlerdem werden die Massenstrome in Abb. A.2 spaltenweise nach gewissen geometrischen
Gruppen klassifiziert. Von links nach rechts in Abb. A.2 représentieren die Spalten die Mas-

Individuelle Rander Gesamter Internes Gesamtes
Gebietsrand Rechengebiet Rechengebiet

_____

Global

Randsegmente

i § D ————

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

Partikel (Rechengebiet)

Abbildung A.2: Beziehungen zwischen den Massenstromen eines SPH-Rechengebiets
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senstrome, die einem bestimmten Randteil i des Gebietsrands €2, dem gesamten Gebietsrand
0Q, dem internen Rechengebiet 2 oder dem gesamten Gebiet (internes Gebiet und Rénder)
zugeordnet werden konnen. Entsprechend werden zur Unterscheidung dieser Massenstrome die
Indizes i, 0Q und Q bzw. kein Index verwendet. Die dritte Klassifizierung erfolgt nach der Art
des Massenstroms. Die Blocke mit gestrichelter Kontur umfassen Massenstrome der gleichen
Art. Massenstrome auf Basis von Dichtediffusion bzw. Dichtekorrektur werden mit dem Index
d (fiir ,,diffusion®) bzw. dc (fiir ,,density correction‘) gekennzeichnet. Diese Massenstrome sind
nur auf Basis der Partikel definiert. Konvektive Massenstrome werden mit dem Index c¢ (fiir
,,convective) gekennzeichnet und sind sowohl auf Basis der Partikel als auch der Randsegmen-
te definiert. In Abb. A.2 ist anhand der Summenzeichen dargestellt, welche Massenstrome sich
als Summe bestimmter anderer Massenstrome, die durch die Rahmen mit gepunkteter Kontur
gruppiert werden, ergeben. Die Massenstrome, die nach einem Minuszeichen in Abb. A.2 fol-
gen, ergeben sich aus einer Subtraktion des Massenstroms, der dem gestrichelten Pfeil folgt,
von dem Massenstrom, der dem durchgezogenen Pfeil folgt. Entsprechend sind die Mehrheit der
dargestellten Massenstrome nur abhingige Grof8en (Summen oder Differenzen).

In Abb. A.2 sind sechs unabhingige Massenstrome enthalten. Unter anderem sind dies die
Massenstrome 7, 4 o und i, 4c o, die aufgrund von Dichtediffusion und Dichtekorrektur (vgl.
Gl. 4.79) durch Interaktionen zwischen den Partikeln des Rechengebiets entstehen:

ipaa =Y Va [V (dVp)] (A.37)
aeP

Mpdc = ) Va ol [Vpl,p (A.38)
aeP

Die Partikel-Approximation in Gl. A.37 reprisentiert den Dichtediffusionsterm. Dieser Operator
ist gemdl Gl. 4.42 definiert. Der Dichtekorrekturterm in Gl. A.38 ist, wie in Abschnitt 4.5
erldutert wurde, ein Teil des konvektiven Flusses. Die Partikelmenge # umfasst alle Partikel des
internen Rechengebiets. Uber den Index # der Operatoren wird ausgedriickt, dass iiber diese
Operatoren nur Partikel dieser Menge # fiir Interaktionen mit dem Partikel a herangezogen
werden. Der Gesamtmassenstrom 7, ¢, der sich durch Interaktionen zwischen Partikeln des
internen Rechengebiets ergibt, ist wie folgt definiert:

My Q =My a0+ MpdeQ (A.39)

Der Massenstrom ri,, 4 o hat einen rein numerischen Hintergrund, und der Massenstrom 71, ¢
ist nicht konservativ. Die Definitionen in Gl. A.37, Gl. A.38 und Gl. A.39 sind daher erforderlich,
um ein aus diesen Sachverhalten resultierendes Massenungleichgewicht zu quantifizieren.

Zu den sechs unabhingigen GroBen gehoren auch die am individuellen Rand i definierten
Massenstrome 7y, 4, 1y 4c,; und 71, ;. Die beiden zuerst genannten Massenstrome ergeben
sich analog zu Gl. A.37 und GIl. A.38 als Ergebnis der Interaktionen zwischen den Partikeln des
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Rechengebiets und den Geisterpartikeln des Rands i:

tpai= Y Va [V (dpV0)] . g, (A.40)
acP

mp,dc,i = Z Va 5ﬁa : [Vp]a,gi (A41)
acP

Die Partikelmenge G; umfasst alle Geisterpartikel des Rands i. Der dritte dem Rand i zugehorige
Massenstrom 71, . ; betrifft die Konvektion von Partikelmasse an dem Rand i und ergibt sich aus
dem in Abschnitt 5.4 erlduterten Ansatz:

Mpei = % D omai= ) md, (A.42)

acP acP

In GI. A.42 ist 6t die aktuelle Zeitschrittweite, dm, ; das in Abschnitt 5.4 definierte Masseninkre-
ment des Partikels a (vgl. Gl. 5.33) und mﬁi der Massenquellterm des Partikels a (vgl. Gl. 5.22),
der in der Massenerhaltungsgleichung (GI. 4.79) integriert ist. Der konvektive Massenstrom
auf Basis der Stromungszustinde der Randsegmente eines Rands i ist als weitere unabhingige

GroBe wie folgt definiert:
: 1 :
Myei = < Z omy = ZAmk (A.43)

In Gl. A.43 ist K; die Menge aller Randsegmente des Rands i, mj das in Abschnitt 5.4 definierte
Masseninkrement des Randsegments &k (vgl. Gl. 5.24) und 1, der entsprechende Massenstrom
am Randsegment k (vgl. Gl. 5.23). Wie bereits erwihnt wurde, ist ein Ziel in dieser Arbeit,
ein Gleichgewicht zwischen den konvektiven Massenstromen 71, . ; und ri, . ; herzustellen. In
Abschnitt 5.4 wurde bereits erldutert, dass es bei dem gewihlten Ansatz allerdings wenige
Ausnahmen gibt, fiir die dieses Gleichgewicht nicht erreicht werden kann. Daher wird eine
Massenstromdifferenz Ami.; des Rands i definiert, tiber die dieses Ungleichgewicht und damit
die Effizienz des in Abschnitt 5.4 entwickelten Ansatzes bewertet werden kann:

Amc,i = ms,c,i - mp,c,i (A44)
Fiir jeden Rand i lasst sich auBerdem ein Gesamtmassenstrom 7, ; der Partikel zuordnen:
mp,i = mp,c,i + mp,d,i + mp,dc,i (A45)

Uber die Massenstromdifferenz Ari; wird die Diskrepanz an dem Rand i zwischen dem Zielwert
rig .; des Massenstroms auf Basis der Randsegmente und dem tatsichlich iiber die Partikel
libertragenen Massenstrom 71, ; quantifiziert:

Am; = mg e —mp (A.46)

Analog zu den Massenstromen des Rands i lassen sich die Massenstrome fiir den gesamten
Gebietsrand definieren (vgl. Abb. A.2). Diese Massenstrome sind mit dem Index 9€2 versehen
und ergeben sich aus einer Addition der Massenstrome desselben Typs aller Rénder. Exempla-
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risch ergibt sich fiir den iiber die Partikel am Gebietsrand 0Q libertragenen Gesamtmassenstrom
1, s die folgende Gleichung:

Mpoa =) fpit D iy (A47)

ieR keZpv i€Rk

In Gl. A.47 wird wie bereits im Falle der Massenbilanz des FV-Rechengebiets zwischen offenen
und gekoppelten Réndern unterschieden. In Gl. A.47 ist R die Menge der offenen (nichtgekop-
pelten) Réander und R die Menge der Rénder, iiber die das betrachtete SPH-Rechengebiet und
das FV-Rechengebiet k miteinander gekoppelt werden. Analog zu dem Gesamtmassenstrom
m ;i des Rands i (vgl. Gl. A.45) ldsst sich auch der Gesamtmassenstrom 1), 5q des Gebietsrands
als Summe aus dem konvektiven Anteil und den Dichtediffusions- und Dichtekorrekturanteilen
ausdriicken:

Mp oo = Mpc o0+ Mp a50 + Mp deoo (A.48)

Fiir alle Typen von Massenstromen, die sowohl im internen Rechengebiet (Index ) als auch
am Gebietsrand (Index 0Q) definiert sind, wird in Abb. A.2 ein Gesamtmassenstrom (ohne
entsprechendem Index) definiert. Exemplarisch ergibt sich fiir den Gesamtmassenstrom 71, der
Partikel die folgende Gleichung:

iy = (ii—’::t =nip 0+ My a0 (A.49)
Uber Gl. A.49 wird die Anderungsrate der Masse der Gesamtheit aller Partikel des internen
Rechengebiets ausgedriickt. Diese Anderung ist analog zu der Anderungsrate der Masse der
Zellen eines FV-Rechengebiets (linke Seite in Gl. A.36) zu verstehen. Die Massenstromdiffe-
renz An ist eine wichtige GroBe, um die Diskrepanz zwischen der Gesamténderungsrate der
Partikelmasse und der Summe ri; . o der an den Randsegmenten des Gebietsrands definierten
Massenstromen zu quantifizieren:

Arit = g o — 11, (A.50)

Analog zu der Massenbilanz des FV-Rechengebiets gemadfl Gl. A.36 lidsst sich aus den zuvor
eingefiihrten Gleichungen eine Massenbilanz des SPH-Rechengebiets formulieren:

iy = CL—"; =tipa+ ) (e = M)+ D0 N (ritg.es = Ari) (A51)

ieR keZry iRk

Durch Summation von GI. A.36 und GI. A.51 iiber alle FV- und SPH-Rechengebiete und an-
schlieBende Addition der resultierenden Summen ergibt sich die folgende globale Massenbilanz:

dm; : : .
)IEIED Y WD Y Y ATID s VIR
Jj€ZsprULZry J€Zspn i€R; JEZrv IER; Jj€Zspu
———
Masseninderung im Rechengebiet Konvektive Massenstrome an Gebietsrindern Numerische Massenstrome
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Bei einem idealen Verfahren entspriche die Massendnderung (Gruppe auf der linken Seite in
Gl. A.52) den konvektiven (physikalischen) Massenstromen (erste Gruppe auf der rechten Seite
in Gl. A.52). Damit miissen die in Gl. A.52 als zweite Gruppe der rechten Seite auftretenden
numerischen (unphysikalischen) Massenstrome

Arij==iipo;+ > A+ Y A (A.53)

iGRj keZrv iGRkj

jedes SPH-Rechengebiets j idealerweise null ergeben. Das Massenstromungleichgewicht A
bezieht sich lediglich auf SPH- und nicht auf FV-Rechengebiete. Aulerdem ist der Ursprung der
Massenungleichgewichte an den Gebietsrdndern im Falle von offenen und gekoppelten Rindern
derselbe. Aus diesen Griinden ist eine Analyse der Genauigkeit des vorliegenden Verfahrens
hinsichtlich der Massenerhaltung an Konfigurationen mit einfachen offenen Randern und einem
einzigen SPH-Rechengebiet ausreichend. Dieser Ansatz wird daher in Kapitel 6 verfolgt.

A.5 Analyse verschiedener Variationen des SPH-Verfahrens

In den nachfolgenden Abschnitten werden Variationen des SPH-Verfahrens anhand der in Ab-
schnitt 6.1 dargelegten Testfdlle untersucht. Dabei werden die in Abschnitt 6.1 eingefiihrten
Definitionen und Bewertungsmethoden angewendet. Die im Folgenden bewerteten Konfigura-
tionen des SPH-Verfahrens werden stets mit der in Kapitel 6 eingefiihrten Referenzkonfiguration
des SPH-Verfahrens verglichen. Den Simulationen der einzelnen Konfigurationen werden zu
Beginn jedes folgenden Abschnitts Abkiirzungen zugeordnet, die in den nachfolgenden Dia-
grammen und Tabellen verwendet werden. Der Simulation mit der Referenzkonfiguration des
SPH-Verfahrens bzw. mit dem FV-Verfahren wird die Abkiirzung sim_ref bzw. sim_fvm
zugewiesen. Die Ergebnisse dieses Abschnitts werden in Abschnitt 6.2 zusammengefasst und
dienen in Abschnitt 6.3 der Auswahl einer modifizierten Konfiguration des SPH-Verfahrens, die
im restlichen Teil der Arbeit angewendet wird.

A.5.1 Aspekte des Verfahrens fiir offene Randbedingungen

In diesem Abschnitt werden zwei besondere Aspekte des in dieser Arbeit entwickelten Ver-
fahrens fiir offene Randbedingungen bewertet. In Tab. A.l sind diese zwei Variationen des
SPH-Verfahrens deren im Folgenden verwendeten Bezeichnungen zugeordnet. Die Simulation
sim_1la bezieht sich auf einen Aspekt des Algorithmus zur Anderung der Partikelmasse an
offenen Rindern. In Abschnitt 5.4.6 wurde erldutert, dass ein liber den Algorithmus realisiertes
Erzwingen eines Gleichgewichts zwischen den konvektiven Massenstromen der Partikel und
eines Randsegments s an einem Ausstromrand (6m < 0) problematisch ist, wenn die anfiang-
liche Massendifferenz Am; (vgl. Gl. 5.36) des Randsegments s groer null ist. Dieser Fall tritt
an einem Ausstromrand ein, wenn die liber das Randsegment austretende Partikelmasse be-
tragsmaBig groBer ist als die Massendanderung dmy, die auf Basis des Stromungszustands des
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Tabelle A.1: Definition der Simulationen zur Untersuchung des Einflusses besonderer
Aspekte des Verfahrens fiir offene Randbedingungen

Name Beschreibung

sim_la Erzwingen des Gleichgewichts der konvektiven Massenstrome der Partikel und Randsegmen-
te.

sim_1b Homogene Stromungszustinde der Geisterpartikel.

Randsegments s berechnet wird. Um diese Problematik aufzuzeigen, wird bei der Simulation
sim_1la das zuvor geschilderte Erzwingen eines Gleichgewichts (Amg = 0 kg) beriicksichtigt.

In Tab. A.3 werden die normierten und gemittelten Massenstromkennwerte zwischen der Refe-
renzsimulation sim_ref und der Simulation sim_1a verglichen. Auf die wichtigsten Kenn-
grofen wird an dieser Stelle eingegangen. Wie bereits bei der Beschreibung des Testfalls A (vgl.
Abschnitt 6.1.1) dargelegt wurde, werden bei dem Referenzfall die Nettomassenstrome Mp,d
und M p.de der Dichtediffusion und -korrektur durch den konvektiven Nettomassenstrom M p.c,0Q
kompensiert, sodass sich ein vernachlédssigbarer Gesamtpartikelmassenstrom Mp ergibt. Bei
der Simulation sim_1a funktioniert dieses Prinzip nicht. Der konvektive Nettomassenstrom
M s.c.0e der Randsegmente wird hauptsichlich durch den Dichtediffusionsterm bestimmt (vgl.
GrofBenordnungen der Massenstrome Ms,c,ag und Mp,d). Der Ursprung des Dichtekorrektur-
terms liegt hingegen im Konvektionsterm der Kontinuitidtsgleichung (vgl. Abschnitt 4.5). Daher
wird iiber diesen Term im Gegensatz zum Dichtediffusionsterm die Konsistenz der Kontinui-
tiatsgleichung nicht verletzt und kein Ungleichgewicht fiir die iiber die Randsegmente ein- und
austretenden Massenstrome eingefiihrt. Fiir die Partikel wird der Dichtekorrekturterm allerdings
explizit in der Massenerhaltungsgleichung verwendet, wodurch der Nettomassenstrom M, 4. der
Dichtekorrektur entsteht. Da im Falle der Simulation sim_1a ein Gleichgewicht der konvek-
tiven Massenstrome der Partikel und der Randsegmente erzwungen wird (M[,,c,ag = MS,C,[jQ),
kann der Nettomassenstrom M p.de auf Basis der Dichtekorrektur nicht durch den Nettomassen-
strom M p.c,00 auf Basis der Konvektion kompensiert werden. Daher entsteht ein verhiltnismafig
grofes Massenstromungleichgewicht M > das in der gleichen GroBenordnung wie der Massen-
strom M, 4. liegt. Nach einer physikalischen Zeit von 7, = 200 fiihrt dieses Ungleichgewicht
im Vergleich zur Referenzsimulation bereits zu einer VergroBerung der Partikelmasse des Re-
chengebiets von 1%. Die am Austrittsrand akkumulierende Partikelmasse bewirkt aulerdem
Anderungen weiterer KenngroBen. Es ist unter anderem festzustellen, dass der Nettomassen-
strom M p.de auf Basis der Dichtekorrektur im Vergleich zur Referenzsimulation deutlich groer
ist.

In Tab. A.2 sind die relativen Abweichungen der Stromungsgroflen von der analytischen Lo-
sung sowie die KenngroBen zur Bewertung der zeitlichen Fluktuationen der Stromungsgré3en
zusammengefasst. Das Druckfeld ist von der Variation bei der Simulation sim_1a unbeein-
flusst. Es ist allerdings eine Verbesserung der Genauigkeit des Geschwindigkeitsfelds am rechten
Gebietsrand r erkennbar. Der Grund hierfiir ist unklar. Fiir die zeitlichen Fluktuationen kon-
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nen zwischen den Simulationen sim_1la und sim_ref nur vernachlidssigbare Unterschiede
verzeichnet werden.

Das transiente Verhalten des Stromungsfelds der Simulation sim_1a, das mit dem Testfall B
untersucht wird, ist in Abb. A.3 und Abb. A.4 dargestellt. Es sind weder fiir das Abklingver-
halten der Druckmaxima am Eintrittsrand (vgl. Abb. A.3) noch fiir den zeitlichen Versatz der
Druckoszillationen am Eintrittsrand (vgl. Abb. A.4) nennenswerte Unterschiede im Vergleich
zu der Referenzsimulation sim_ref zu verzeichnen. In Abb. A.5 werden fiir die Simulation
sim_1la des Testfalls B zu drei verschiedenen Zeitpunkten die instantanen rdumlichen Profile
des Fluiddrucks p. liber der Lange des Rechengebiets dargestellt und mit der Referenzsimulation
sim_ref und der FV-Simulation sim_fvm verglichen. Zwischen den Ergebnissen der Simu-
lation sim_1la und der Referenzsimulation sim_ref sind in diesem Zusammenhang keine
Unterschiede festzustellen, sodass auch die Abweichungen zu der FV-Simulation sim_fvm im
Vergleich zu denen der Referenzsimulation unverindert sind.

Eine weitere Variation des SPH-Verfahrens, die das in dieser Arbeit entwickelte Verfahren
fiir offene Randbedingungen betrifft, wird mittels der Simulation sim_1b untersucht. Dabei
wird die Art der Aufprigung der Stromungszustinde an den Geisterpartikeln veréndert. Bei der
Referenzsimulation sim_ref wird der in dieser Arbeit vorgeschlagene Ansatz einer linearen
Extrapolation der Stromungszustinde der Partikel an den Geisterpartikeln appliziert. Bei der
Simulation sim_1b werden hingegen homogene Stromungszustinde an den Geisterpartikeln
aufgeprigt, die dem Stromungszustand des den Geisterpartikeln zugeordneten Randsegments
entsprechen. Die Simulationen sim_ref und sim_1b wurden erstmals von Werdelmann
et al. (2021) miteinander verglichen. In Tab. A.2 ist dargestellt, dass diese Vereinfachung eine
erhebliche Verschlechterung sowohl bei der Genauigkeit als auch bei der Stabilitit des Verfahrens
hervorruft. Insbesondere vergroBert sich die Abweichung erry (1) des Geschwindigkeitsfelds
der Partikel des Rechengebiets im Vergleich zur Abweichung der Referenzsimulation um ca.
zwei GroBenordnungen.

Bei der Massenstrombilanz (vgl. Tab. A.3) ist festzustellen, dass die globalen Ungleichgewichte
AM und AM,. sq im Vergleich zum Referenzfall deutlich groBer ausfallen. Der Grund hierfiir ist
eine Verinderung des Beitrags des Dichtediffusionsterms zur Massenbilanz. Diese Anderung
entsteht durch die Modifikation der Stromungszustinde der Geisterpartikel, die zu einer Ver-
anderung der Beitrdge der Geisterpartikel bei der Berechnung des Dichtediffusionsterms fiihrt.
Im Vergleich zu der Referenzsimulation dndert sich bei der Simulation sim_1b das durch den
Dichtediffusionsterm bestimmte konvektive Massenstromungleichgewicht M . 9 der Randseg-
mente deutlich mehr als der Nettomassenstrom M p.d,6Q der Dichtediffusion.

Das transiente Verhalten des Stromungsfelds der Simulation sim_1b ist in Abb. A.3, Abb.
A.4 und Abb. A.5 dargestellt. Das Abklingverhalten der Druckmaxima am Eintrittsrand (vgl.
Abb. A.3) weist keinen Unterschied zu dem Abklingverhalten der Referenzsimulation auf.
Jedoch entsteht durch die homogenen Stromungszustinde der Geisterpartikel im Vergleich zu der
Referenzsimulation ein erheblicher zeitlicher Versatz der Druckoszillationen am Eintrittsrand
(vgl. Abb. A.4). Nach 1000 Durchlaufzeiten der akustischen Welle durch das Rechengebiet
entsteht bereits ein zeitlicher Versatz zu den Oszillationen der FV-Simulation von mehr als
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10 akustischen Durchlaufzeiten. Dieser zeitliche Versatz wird auch anhand der instantanen
rdumlichen Druckverteilungen in Abb. A.5 deutlich.

Basierend auf der in diesem Abschnitt gefiihrten Diskussion wird die Schlussfolgerung gezogen,
dass die fiir das in dieser Arbeit entwickelte Verfahren fiir offene Randbedingungen gewihlten
Modellansitze, also die lineare Extrapolation des Stromungszustands an den Geisterpartikeln
und die Ausnahmen beim Erzwingen des konvektiven Massenstromgleichgewichts zwischen
Partikeln und Randsegmenten, berechtigt sind.
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Tabelle A.2: Kennwerte fiir die Genauigkeit und die Fluktuationen der Stromungsgro-
Ben als Ergebnis der Simulationen sim_ref, sim_laund sim_1b

Typ Grofe Wert
sim_ref sim_1la sim_1b
err, I err(py) 9,39-1073 9,37-10%  1,83-1072
. D errp(py) 562-103  561-10°  1,11-1072
err, . [ erry;(py) 7,28-107  725-10°  2,11-107*
T D errip(py)  929-10%  9,19-10°%  3,50-107°
err; err, (i) 1,68-107 252-10% -5,78-1072
‘. D errp(uy) 7,10-107%  4,92-107*  5,07-1072
err,; err;  (uy) 567-10%  5,02-10*  523-107*
T D err.p(uy) 872-10° 1,06-100%  3,36-107*

sim laund sim_ 1b

Tabelle A.3: Kennwerte fiir die Massenbilanz als Ergebnis der Simulationen sim_ref,

Typ GroBe Wert
sim_ref sim_1la sim_1b
Global
e 0Q  AMyg -1,24-1072  8,13-1073 -1,00- 1072
alle AM 1,90-10%  1,06-10°  2,03-1073
Konvektion 9Q AM. s0 3,69-10°  1,13-107'"  1,30-1073
Partikel
0Q Moo 1,26-1072 -7,90-107%  1,20-1072
alle Q Mo -1,26-1072  8,12-10% -1,20-1072
alle M, -2,82-10%  2,17-107*  1,28-107%
Konvektion 9Q M, .90  1,53-107* 228-10* 7,27.107*
0Q Mp,a00 -1,85-100% -223-10"% -7,57-1074
Dichte- : —~ 3 >3
diffusion = @ Mpao  -895-107 -1,32-10 3,11-10
alle M, 4 -1,86-107* -2,25-10% -7,54-107*
0Q Mpacoo 127-102 -790-10°  1,21-1072
Dichte- ; > 3 >
alle M, 4c 334-10° 2,14-107*  2,66-107°
Randsegmente
Konvektion  9Q  M; . 90 1,90-107*  2,28-10%  2,03-1073
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Abbildung A.3: Zeitliches Abklingverhalten der Druckmaxima als Ergebnis der Simu-
lationen sim_1la und sim_1b. In Anlehnung an Werdelmann et al.

(2021)
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Abbildung A.4: Zeitlicher Versatz des Drucksignals als Ergebnis der Simulationen
sim_laund sim_1b
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Abbildung A.5: Rdumliche Verldufe des Drucks zu verschiedenen Zeitpunkten als Er-
gebnis der Simulationen sim_1la und sim_1b. In Anlehnung an Wer-
delmann et al. (2021)

A.5.2 Korrektur des Kernel-Gradienten

In diesem Abschnitt wird der Einfluss der Korrektur des Kernel-Gradienten analysiert. In Ab-
schnitt 4.4.1 wurde der Ansatz zur Korrektur des Kernel-Gradienten eingefiihrt. Durch diesen
Ansatz wird eine Konsistenzordnung 1 bei der Partikel-Approximation garantiert. Insbesondere
im Falle von inhomogenen rdumlichen Verteilungen der Partikel im randnahen Bereich kann die-
ser Ansatz zur Verbesserung der Genauigkeit und der Stabilitit des SPH-Verfahrens beitragen.
Uber die Anwendung des korrigierten Kernel-Gradienten gemiB Gl. 4.21 wird allerdings auch
bewirkt, dass die Partikel-Interaktionen der entsprechenden Partikel-Approximationen nicht re-
ziprok sind. Damit sind diese Partikel-Approximationen nicht konservativ. Au3erdem erfordert
die Berechnung des korrigierten Kernel-Gradienten die Invertierung einer n X n Matrix fiir
jedes Partikel (vgl. Gl. 4.22), wobei n die Anzahl der raumlichen Dimensionen reprisentiert.
Zusitzlich werden im Vergleich zum unkorrigierten Kernel-Gradienten weitere Rechenschritte
benotigt. Hierdurch entsteht eine signifikante Erhohung der Rechenzeit bei der Berechnung der
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Tabelle A.4: Definition der Simulationen zur Untersuchung des Einflusses der Korrektur
des Kernel-Gradienten

Name Beschreibung

sim_2a Keine Korrektur des Kernel-Gradienten bei der Berechnung des Druckgradienten.
sim_2b Keine Korrektur des Kernel-Gradienten bei der Berechnung der Geschwindigkeitsdivergenz.

sim_2c Keine Korrektur des Kernel-Gradienten bei der Berechnung der Diffusionsterme.

Partikel-Interaktionen. Es ist daher wichtig, den Einfluss der Korrektur des Kernel-Gradienten
auf die einzelnen Partikel-Approximationen zu bewerten. Es ist das Ziel, die Korrektur auf
die Partikel-Approximationen zu beschrinken, bei denen die Korrektur eine signifikante Ver-
besserung bei der Stabilitit und Genauigkeit des Verfahrens bewirkt. Der Dichtekorrekturterm
(zweiter Term der rechten Seite in Gl. 4.77) und der Geschwindigkeitskorrekturterm (erster
Term der rechten Seite in Gl. 4.80) werden von dieser Betrachtung ausgeschlossen, da diese
Terme ohnehin nicht konservativ sind und eine optimale Approximation des lokalen Gradienten
der Stromungsgroflen bei diesen Korrekturtermen zwingend notwendig ist. Daher ist die Ap-
plizierung der Korrektur des Kernel-Gradienten fiir diese Terme obligatorisch. Die Terme, die
in diesem Abschnitt bewertet werden, sind der Druckgradient in der Impulsgleichung (zweiter
Term der rechten Seite in Gl. 4.80), die Geschwindigkeitsdivergenz in der Kontinuitéitsgleichung
(erster Term der rechten Seite in Gl. 4.77) sowie die Diffusionsterme in der Kontinuitéts- und
Impulsgleichung (dritter Term der rechten Seite in Gl. 4.77 und dritter Term der rechten Seite in
Gl. 4.80). Bei der Simulation sim_ref mit der Referenzkonfiguration des SPH-Verfahrens wird
die Korrektur des Kernel-Gradienten auf alle zuvor genannten Terme angewendet. Der Reihe
nach wird bei den Simulationen sim_2a, sim_2bund sim_2c die Korrektur bei der Berech-
nung der Partikel-Approximationen des Druckgradienten, der Geschwindigkeitsdivergenz und
der Diffusionsterme deaktiviert (vgl. Tab. A.4).

In Tab. A.5 sind die relativen Abweichungen der Stromungsgroflen von der analytischen Losung
sowie die KenngroBen zur Bewertung der zeitlichen Fluktuationen der Stromungsgréfen zusam-
mengefasst. Es ist festzustellen, dass die Deaktivierung der Korrektur des Kernel-Gradienten
bei den Simulationen sim_2b und sim_2c keine signifikante Verinderung der betrachteten
KenngroBen hervorruft. Lediglich fiir das Fluidgeschwindigkeitsfeld ist bei Deaktivierung der
Korrektur des Kernel-Gradienten bei der Berechnung der Geschwindigkeitsdivergenz (sim_2b)
im Vergleich zur Referenzsimulation eine nicht vernachléssigbare Vergroerung der Abweichung
von der analytischen Losung zu verzeichnen. Eine signifikante Verschlechterung der Simulati-
onsergebnisse ist jedoch im Falle der Deaktivierung der Korrektur des Kernel-Gradienten bei
der Berechnung des Druckgradiententerms (sim_2a) erkennbar. Die relative Abweichung von
der analytischen Losung bei der Fluidgeschwindigkeit am rechten Randsegment bzw. an den
Partikeln des Rechengebiets vergroflert sich um eine bzw. um nahezu zwei GréBenordnungen
im Vergleich zu der Referenzsimulation. Aulerdem ist eine VergroBerung der Kenngrof3en fiir
die unphysikalischen Fluktuationen festzustellen. Diese vergroBern sich um nahezu zwei Gro-
Benordnungen gegeniiber der Referenzkonfiguration. Insbesondere die relative Fluktuation der
Fluidgeschwindigkeit an den Partikeln weist ein inakzeptables mittleres Niveau von etwa 0,5 %
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auf. Die Korrektur des Kernel-Gradienten ist bei der Berechnung des Druckgradiententerms der
Impulsgleichung daher zwingend erforderlich.

In Tab. A.6 werden die normierten und gemittelten Massenstromkennwerte zwischen der Refe-
renzsimulation sim_ref und den in diesem Abschnitt eingefiihrten Simulationen verglichen.
Es ist zu konstatieren, dass die Deaktivierung der Korrektur des Kernel-Gradienten bei der
Berechnung der Diffusionsterme (sim_2c) keine signifikanten Unterschiede im Vergleich zur
Referenzsimulation hervorruft. Aufgrund der konservativen Diskretisierung des Dichtediffusi-
onsterms bei der Simulation sim_2c ist der Massenstrom M, 4 gleich null. Daraus folgt
eine geringe Verbesserung des globalen Massenstromungleichgewichts AM. Im Falle der De-
aktivierung der Korrektur des Kernel-Gradienten bei der Berechnung des Druckgradienten
(sim_2a) ist erneut eine inakzeptable Verschlechterung des Ergebnisses im Vergleich zu der
Referenzsimulation erkennbar. Durch die signifikanten Ungenauigkeiten bei der Berechnung des
Geschwindigkeitsfelds (vgl. Tab. A.5) kommt es im Vergleich zur Referenzsimulation zu einer
VergroRerung des konvektiven Massenstromungleichgewichts My . 5o der Randsegmente. Eine
gleichwertige Vergroerung des konvektiven Massenstromungleichgewichts Mp,c,ag der Parti-
kel ist nicht zu verzeichnen. Dadurch vergroBert sich der Absolutwert des globalen konvektiven
Massenstromungleichgewichts AM,. 5o um mehr als eine GroBenordnung gegeniiber der Refe-
renzsimulation. Auch im Falle der Deaktivierung der Korrektur des Kernel-Gradienten bei der
Berechnung des Geschwindigkeitsdivergenzterms (s im_2Db)isteine sichtbare Verschlechterung
der wesentlichen Massenstromkennwerte zu verzeichnen. Insbesondere ist eine Vergroflerung
des Gesamtpartikelmassenstroms M p um ca. eine GroBenordnung ersichtlich.

Das transiente Verhalten des Stromungsfelds der Simulationen sim_2a, sim_2bund sim_2c
ist in Abb. A.6, Abb. A.7 und Abb. A.8 dargestellt. Im Falle der Deaktivierung der Korrektur
des Kernel-Gradienten bei der Berechnung des Geschwindigkeitsdivergenzterms (sim_2b)und
der Diffusionsterme (sim_2c) ist fiir das Abklingverhalten der Druckmaxima am Eintrittsrand
(vgl. Abb. A.6) kein Unterschied im Vergleich zu der Referenzsimulation festzustellen. Das Ab-
klingverhalten bei der Simulation sim_2a deutet auf eine geringere Dissipation im Vergleich
zu der Referenzsimulation hin (vgl. Abb. A.6). Fiir den zeitlichen Versatz der Druckoszillatio-
nen zu den Oszillationen bei der FV-Simulation ist im Falle der Simulationen sim_2a und
sim_2b eine VergroBerung im Vergleich zu der Referenzsimulation zu konstatieren (vgl. Abb.
A.7). Die Simulation sim_2c weist im Vergleich zu der Referenzsimulation in dieser Hinsicht
keine nennenswerten Unterschiede auf. Auch anhand der instantanen rdumlichen Profile des
Fluiddrucks (vgl. Abb. A.8) sind keine Unterschiede zwischen der Simulation sim_2c und der
Referenzsimulation zu verzeichnen.

Basierend auf der in diesem Abschnitt gefiihrten Diskussion wird die Schlussfolgerung gezogen,
dass die Korrektur des Kernel-Gradienten lediglich fiir die Diffusionsterme (Dichtediffusions-
term und Viskositdtsterm) nicht angewendet werden muss. Bis auf eine Verbesserung bei der
Massenbilanz sind durch diese Anderung ansonsten keine nennenswerten Unterschiede zu der
Referenzsimulation festzustellen. Die Deaktivierung der Korrektur des Kernel-Gradienten bei
der Berechnung des Druckgradienten und der Geschwindigkeitsdivergenz fiihrt hingegen zu
teilweise signifikant schlechteren Ergebnissen im Vergleich zu der Referenzsimulation.
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Tabelle A.5: Kennwerte fiir die Genauigkeit und die Fluktuationen der Stromungsgro-
Ben als Ergebnis der Simulationen sim_ref, sim_2a, sim_2b und

sim_2c
Typ Grofle Wert
sim_ref sim_2a sim_2b sim_2c
I err(py) 9,39-103  7,55-1073 945-107%  941-1073
err;
» D errp(ps) 5621073 452-103  567-107% 5,63-1073
T L emup)  728-10° 277100 7,19-10°  566-10°°
“p err, p(py) 929-10°  543.100*  9,55-107°  7,82.107°
err. err, (u,) 1,68-1073 223-102 559-103%  2,57-1073
y "D errp(uy) 7,10-107*  221-1072 1,90-102 9,76-10™*
’ err, . " err, , (i) 567-100%  1,34-107° 597-107*%  595.107*
“p err; p(uy) 87210  5,14-10  9,08-107°  7,28-107°

Tabelle A.6: Kennwerte fiir die Massenbilanz als Ergebnis der Simulationen sim_ref,
sim_2a,sim_2bund sim_2c

Typ Grofle Wert
sim_ref sim_2a sim_2b sim_2c
Global
e 0Q  AMyg -124-1072 -129-102 -1,25-1072 -1,24-1072
alle AM 1,90-107* -4,18-107* 848-107 1,66-107*

Konvektion 9Q AM.gq  3,69-107° -531-10% -6,65-10" 338107

Partikel
4Q M, 40 1,26-1072  1,25-1072  1,25-10%  1,26-1072
alle Q Mo -126-10% -1,25-102 -125-102 -1,26-1072
alle M, -2,82-10%  6,34-107% -221-1077 -2,78-1078

Konvektion  4Q M, . a0 1,53-10*  1,13-10*  1,51-107*  1,32-107*

Dich 0Q Mpasa -1,85-100* -139-107* -1,84-10* -1,66-107*
te- :

diffusion @  Mpaa  -895-107 -127-100° -1,19-10° 131102

alle M, 4 -1,86-107* -1,51-10% -1,85-10"* -1,66-107*

0Q Mpaco0 1,27-1002 1,25-1072  1,26-1072  1,26-1072

Dichte- : - > - >
korrektur Q Mp,dc,Q _1,26 N 10 _1,25 . 10 _1,25 N 10 _1,26 . 10
alle Mp,dc 3,34 - 107 3,81-1073 3,40 - 107 3,38 107
Randsegmente

Konvektion 9Q My . 0 1,90-107* -4,18-10* 845-107°  1,66-107*
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===- sim_fvm sim_2a ===- sim_fvm sim_2b ===+ sim_fvm sim_2c
=== simref === simref === simref
1 , 1 ————————— 1 —————————
N\ ™ ™
§§~\ §§\\ Qt\‘
Sf ~ :1.:=_~__ & “:;1,:_‘__ Ct ‘:;~:=~__-
0r oo 0r J— 0r J—
| =
~ . #~ . ~ ‘
0 250 500 0 250 500 0 250 500
[ t t
(a) sim_2a (b) sim_2b (c) sim_2c

Abbildung A.6: Zeitliches Abklingverhalten der Druckmaxima als Ergebnis der Simu-
lationen sim_2a, sim_ 2bund sim_2c
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Abbildung A.7: Zeitlicher Versatz des Drucksignals als Ergebnis der Simulationen
sim_2a,sim 2bund sim_2c
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Abbildung A.8: Rdumliche Verldufe des Drucks zu verschiedenen Zeitpunkten als Er-
gebnis der Simulationen sim_2a, sim_2bund sim_2c

A.5.3 Dichteberechnung liber die diskrete Approximation

Der bei der Simulation sim_ref verwendete Ansatz zur Berechnung der Fluiddichte p, ei-
nes Partikels a basiert auf der zeitlichen Integration der Kontinuitétsgleichung (vgl. Gl. 4.77).
In Abschnitt 4.4.2 wurden alternative Ansitze zur Berechnung der Fluiddichte p, eingefiihrt.
Bei diesen Ansitzen erfolgt nach der Advektion des Partikels a mit der Partikelgeschwindig-
keit G, eine diskrete Approximation der Dichte p, basierend auf den Werten der Masse der
Nachbarpartikel des Partikels a (vgl. Gl. 4.23). Aufgrund der Berechnung der Dichte nach der
Partikelverschiebung dhneln diese Ansétze einer impliziten zeitlichen Diskretisierung (Vila,
1999). Vila (1999) argumentiert, dass diese Art der zeitlichen Diskretisierung einen positiven
Einfluss auf die Stabilitit des SPH-Verfahrens hat. Da insbesondere im randnahen Bereich eine
signifikante Geschwindigkeitsdifferenz 66, auftritt (vgl. Abschnitt 5.4), musste der urspriing-
liche Ansatz zur Berechnung der Dichte p, auf Basis der diskreten Approximation (vgl. Gl.
4.23) in Abschnitt 4.4.2 unter Beriicksichtigung einer Korrektur dieser Geschwindigkeitsdiffe-
renz modifiziert werden. Aufgrund dieser Korrektur muss ein zusitzlicher Divergenzterm der
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Tabelle A.7: Definition der Simulationen zur Untersuchung des Einflusses der alterna-
tiven Ansétze zur Berechnung der Fluiddichte

Name Beschreibung

sim_3a Berechnung der Fluiddichte iiber eine diskrete Approximation gemi3 dem Ansatz nach Fer-
rand et al. (2017). Die Divergenz der Geschwindigkeitsdifferenz wird iiber zwei diskrete
Approximationen berechnet (vgl. Gl. 4.34).

sim_3b Berechnung der Fluiddichte iiber eine diskrete Approximation gemifl dem in dieser Arbeit
eingefiihrten Ansatz. Die Divergenz der Geschwindigkeitsdifferenz wird in der Zeit diskreti-
siert und integriert (vgl. Gl. 4.35).

Geschwindigkeitsdifferenz ot beriicksichtigt werden. Eine exakte Berechnung dieses Diver-
genzterms wird von Ferrand et al. (2017) eingefiihrt (vgl. Gl. 4.34). Bei diesem Ansatz wird
der Divergenzterm als Differenz zweier diskreter Approximationen der Dichte bestimmt. Eine
dieser Approximationen erfordert, dass die Partikel in einem Zwischenschritt wihrend eines
Zeitschritts zu intermediéren Positionen verschoben werden. Auf Basis dieser intermedidren
rdumlichen Verteilung der Partikel muss eine zusitzliche Nachbarsuche der Partikel durchge-
fiihrt werden. Die erneute Nachbarsuche zieht eine signifikant erhohte Rechenzeit nach sich.
Daher sollte dieser Ansatz nur angewendet werde, wenn diese Erhohung des Rechenaufwands
durch eine signifikante Verbesserung der Stabilitit des Verfahrens gerechtfertigt werden kann.
Der Ansatz nach Ferrand et al. (2017) wird in diesem Abschnitt bei der Simulation sim_3a
angewendet (vgl. Tab. A.7). Der zweite Ansatz zur Berechnung des zuvor genannten Diver-
genzterms der Geschwindigkeitsdifferenz wurde im Zuge dieser Arbeit vorgeschlagen (vgl. Gl.
4.35). Bei diesem Ansatz wird der Divergenzterm nicht exakt berechnet, sondern in der Zeit
diskretisiert und integriert. Dies fiihrt zwar zu Diskretisierungsfehlern, jedoch wird eine zweite
Nachbarsuche wihrend eines Zeitschritts vermieden. Dieser Ansatz wird in diesem Abschnitt
bei der Simulation sim_3b angewendet (vgl. Tab. A.7).

In Tab. A.8 sind die relativen Abweichungen der Stromungsgroen von der analytischen Lo-
sung sowie die KenngroBen zur Bewertung der zeitlichen Fluktuationen der Stromungsgroflen
zusammengefasst. Es muss festgestellt werden, dass die zeitlichen Fluktuationen durch die An-
wendung der alternativen Ansitze zur Berechnung der Fluiddichte nicht nennenswert verringert
werden konnen. Im Falle des zweiten Ansatzes (Simulation sim_3b) wird sogar eine deutli-
che VergroBerung der zeitlichen Fluktuationen bewirkt. Diese entsteht aufgrund der zeitlichen
Diskretisierung des Divergenzterms der Geschwindigkeitsdifferenz, die bei der gegebenen Zeit-
schrittweite zu ungenau ist. Eine signifikante Verringerung der Zeitschrittweite wire notwendig,
um dhnlich geringe Fluktuationen wie bei der Referenzsimulation sim_ref oder dem Ansatz
nach Ferrand et al. (2017) (Simulation sim_3a) zu erreichen. Die Abweichungen der Simu-
lationen sim_3a und sim_3b von der analytischen Losung sind bei dem Fluiddruck nahezu
unveridndert im Vergleich zur Referenzsimulation. Die entsprechende Abweichung der Fluidge-
schwindigkeit erhoht sich bei der Simulation sim_3a bzw. bei der Simulation sim_3b ca. um
das Dreifache bzw. um eine GroB3enordnung im Vergleich zur Referenzsimulation.
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In Tab. A.9 werden die normierten und gemittelten Massenstromkennwerte zwischen der Refe-
renzsimulation sim_ref und den in diesem Abschnitt eingefiihrten Simulationen verglichen.
Im Falle der Simulation sim_3b ist keine nennenswerte Verdnderung des Nettopartikelmassen-
stroms M,, gegeniiber der Referenzsimulation erkennbar. Bei der Simulation sim_3a hingegen
erhoht sich diese Kenngrofle um zwei Groflenordnungen im Vergleich zur Referenzsimulation.
Durch die groen unphysikalischen Oszillationen in Randnihe im Falle der Simulation sim_3b
sind die Nettomassenstréme M, 4 der Dichtediffusion im Vergleich zur Referenzsimulation be-
tragsmaBig deutlich vergroBert. Im Falle beider Simulationen, sim_3a und sim_3b, kommtes
aufgrund der gegeniiber der Referenzsimulation erhdhten Abweichung der Fluidgeschwindigkeit
am Auslassrand zu einer deutlichen Anderung des konvektiven Massenstromungleichgewichts
M s.c.oe der Randsegmente. Anders als bei der Referenzsimulation wird der Massenstrom Mp,d
der Dichtediffusion dadurch nicht durch das konvektive Massenstromungleichgewicht MS’C,aQ
der Randsegmente kompensiert. Demnach entsteht bei den Simulationen sim_3aund sim_3b
eine erhohte Inkonsistenz zwischen den Beitrigen der Dichtediffusion zu den Massenstromen
der Randsegmente und der Partikel.

Das transiente Verhalten des Stromungsfelds der Simulationen sim_3a und sim_3Db ist in
Abb. A.9, Abb. A.10 und Abb. A.11 dargestellt. Es ist festzustellen, dass die Druckmaxima in
Abb. A.9 im Falle der Simulationen sim_3a und sim_3b im Vergleich zu den Druckmaxima
der Referenzsimulation sim_ref mit einer deutlich hoheren zeitlichen Rate abklingen. Dies
weist auf ein signifikant dissipativeres Verhalten dieser Ansitze hin. Auch der zeitliche Versatz
zwischen den Oszillationen des Fluiddrucks (vgl. Abb. A.10) der SPH-Simulationen und der
FV-Simulation vergroBert sich nach einer Einlaufphase mit einer deutlich hoheren zeitlichen
Rate im Vergleich zur Referenzsimulation sim_ref. Hierbei ist anzumerken, dass im Falle der
Simulation sim_3b die Auswertung gemafl dem in Abschnitt 6.1.2 eingefiihrten Verfahren zur
Bewertung des zeitlichen Versatzes aufgrund von Oszillationen des Fluiddrucks nur bis zu einer
physikalischen Zeit von ca. t; = 400 durchgefiihrt werden konnte (vgl. Abb. A.10b). Anhand
der instantanen rdumlichen Druckverteilungen in Abb. A.11 wird der dissipative Charakter der
Simulationen sim_3a und sim_3Db untermauert.

Basierend auf der in diesem Abschnitt gefiihrten Diskussion wird die Schlussfolgerung gezogen,
dass die Berechnung der Fluiddichte iiber die alternativen Ansitze auf Basis der diskreten Ap-
proximation gegeniiber der Anwendung der Kontinuititsgleichung bei allen hier untersuchten
Aspekten als nachteilig zu bewerten ist. Die Ansédtze weisen keinerlei Vorteile hinsichtlich der
Stabilitdt des SPH-Verfahrens auf. Daher werden diese Ansitze in dieser Arbeit nicht weiterver-
folgt.
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Tabelle A.8: Kennwerte fiir die Genauigkeit und die Fluktuationen der Stromungsgro-
Ben als Ergebnis der Simulationen sim_ref, sim_3a und sim_3b

Typ Grofe Wert
sim_ref sim_3a sim_3b
err, I err(py) 9,39-1072 9,45-102 997.1073
- D errp(ps) 5,62-1072  567-10%  6,53-1073
err, . I err;;(ps) 7,28-10  7,61-10>  1,08-1073
T D errip(py)  929-10%  792-10%  148-107*
err, err, (i) 1,68-107° 578-10°  1,40-1072
‘. D errp(uy) 7,10-107%  2,00-103  9,01-1073
err, . err;  (uy) 567-10%  568-107%  1,43.1072
"D err,p(uy) 872-10°  738-10° 1,31-1073

Tabelle A.9: Kennwerte fiir die Massenbilanz als Ergebnis der Simulationen sim_ref,

sim 3aund sim_3b

Typ GroBe Wert
sim_ref sim_3a sim_3b
Global
e 0Q  AMyg ~-1,24-1072 -1,30-1072 -1,29-1072
alle AM 1,90-107*  7,68-10° -1,32.107*
Konvektion 9Q AM, s0 3,69-107° -7,92-10° -1,27-1073
Partikel
0Q M, 00 1,26-1072  1,31-1072  1,27-1072
alle Q Mo -1,26-107% -1,31-1072 -1,27-1072
alle M, -2,82-107%  2,97-10°® -233-1078
Konvektion  4Q M, . a0 1,53-107*  1,59-107*  1,14-1073
0Q M, a0 -1,85-100% -1,83-10% -1,21-1073
Dichte- : — 6 =
diffusion @  Mpaq  -895-107 -1,18-10 3,03-10
alle M, 4 -1,86-107* -1,84-10* -1,18-1073
0Q Mpacoo 127-102  1,31-102 1,28-1072
Dichte- ; > - >
alle M, 4c 334-10°  2,78-107  3,80-107°
Randsegmente
Konvektion  9Q  M; . 90 1,90-107*  7,97-10° -1,32.107*
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Abbildung A.9: Zeitliches Abklingverhalten der Druckmaxima als Ergebnis der Simu-
lationen sim_3aund sim_3b
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Abbildung A.10: Zeitlicher Versatz des Drucksignals als Ergebnis der Simulationen
sim_3aund sim_3b
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Abbildung A.11: Riumliche Verldufe des Drucks zu verschiedenen Zeitpunkten als
Ergebnis der Simulationen sim_3a und sim_3Db

A.5.4 Dichtediffusion

Wie in den vorangegangenen Abschnitten verdeutlicht wurde, ist der Dichtediffusionsterm fiir
die Massenerhaltung bei dem numerischen Verfahren von groer Bedeutung. Der Dichtediffu-
sionsterm wurde in Abschnitt 4.4.3 eingefiihrt. Der Grund fiir die Verwendung dieses Terms ist,
kleinskalige Fluktuationen des Dichtefelds zu glétten, um die Stabilitit des SPH-Verfahrens zu
verbessern. Die Diskussion zur Integration dieses Terms in den Erhaltungsgleichungen wurde
in Abschnitt 4.5 gefiihrt. Es wurde erldutert, dass die Integration des Dichtediffusionsterms
in der Massenerhaltungsgleichung (Gl. 4.79) konsistent ist. Durch die Integration des Terms
in der Massenerhaltungsgleichung hat dieser Term einen Einfluss auf die Massenerhaltung. In
Abschnitt A.5.2 wurde bereits festgelegt, dass die Korrektur des Kernel-Gradienten nicht auf
diesen Term angewendet wird. Folglich sind die zur Berechnung dieses Terms erforderlichen
Interaktionen zwischen Partikeln des Rechengebiets reziprok und demnach neutral fiir die Mas-
senerhaltung der Partikel des Rechengebiets. Die Interaktionen der Partikel des Rechengebiets
mit den Geisterpartikeln der einzelnen Rénder des Rechengebiets sind allerdings nicht neutral
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Tabelle A.10: Definition der Simulationen zur Untersuchung des Einflusses des Dich-
tediffusionsterms

Name Beschreibung

sim_4a Multiplikation des Dichtediffusionsterms mit einem Vorfaktor von 0,8.
sim_4b Multiplikation des Dichtediffusionsterms mit einem Vorfaktor von 0,6.

sim_4c Keine Beriicksichtigung von Geisterpartikeln bei der Berechnung des Dichtediffusionsterms.

fiir die Massenerhaltung. Aufgrund dieser Interaktionen entsteht der Nettomassenstrom Mp,d
der Dichtediffusion. In den vorangegangenen Abschnitten wurde bereits darauf hingewiesen,
dass dieser Nettomassenstrom durch das Fluidgeschwindigkeitsfeld innerhalb des Rechengebiets
kompensiert werden muss, damit die Masse des Rechengebiets im stationdren Stromungszustand
konstant ist. Dies fiihrt folglich zu einem konvektiven Massenstromungleichgewicht Ms,c,ag der
Randsegmente und trigt entsprechend auch zu dem Ungleichgewicht Mp’c,ag der konvektiven
Massenstrome der Partikel bei. Besonders bei der Kopplung der SPH- und der FV-Methode ist
dies ein kritischer Aspekt, da der Massenaustausch zwischen den Rechengebieten iiber die an
den Randsegmenten vorliegenden konvektiven Massenstrome realisiert wird. Es muss demnach
untersucht werden, ob der Dichtediffusionsterm notwendig ist bzw. ob Mallnahmen ergriffen
werden konnen, um den Einfluss dieses Terms auf die Massenerhaltung zu verringern.

In diesem Abschnitt werden zwei Ansitze verfolgt, um den Einfluss des Dichtediffusionsterms
zu verringern. Einer dieser Ansitze ist, einen Vorfaktor kleiner eins zu definieren, mit dem der
Dichtediffusionsterm multipliziert wird. Hierdurch wird der Absolutwert des Massenstroms der
Dichtediffusion fiir jedes Partikel reduziert. Es wurde im Zuge dieser Arbeit festgestellt, dass
bereits die Verwendung eines Vorfaktors kleiner oder gleich 0,4 bei den vorliegenden Testféllen
zu einem Simulationsabbruch fiihrt. Ein vollstandiger Verzicht auf den Dichtediffusionsterm ist
daher nicht moglich. Die Simulation sim_4a bzw. sim_4b wurde mit einem Vorfaktor von
0,8 bzw. 0,6 durchgefiihrt (vgl. Tab. A.10). Die Referenzsimulation sim_ref entspricht der
Anwendung eines Vorfaktors von 1,0.

In Tab. A.11 sind die relativen Abweichungen der Stromungsgroflen von der analytischen Losung
sowie die Kenngroflen zur Bewertung der zeitlichen Fluktuationen der Stromungsgrofen zusam-
mengefasst. Entgegen der Erwartung verringern sich die Fluktuationen sowohl des Fluiddrucks
als auch der Fluidgeschwindigkeit mit einer Verringerung des zuvor eingefiihrten Vorfaktors und
folglich mit einer Verringerung des Einflusses des Dichtediffusionsterms. Die Abweichungen des
Fluiddrucks zwischen den Simulationsergebnissen und der analytischen Losung sind von dem
Wert des Vorfaktors unbeeinflusst. Die entsprechende Abweichung der Fluidgeschwindigkeit
erhoht sich allerdings deutlich mit einer Verringerung des Vorfaktors.

In Tab. A.12 werden die normierten und gemittelten Massenstromkennwerte zwischen der Refe-
renzsimulation sim_ref und den in diesem Abschnitt eingefiihrten Simulationen verglichen.
Bei Verringerung des eingefiihrten Vorfaktors wird erwartungsgemill der Nettomassenstrom
M ».a der Dichtediffusion verringert. Diese Anderung spiegelt sich auf konsistente Weise in einer
Anderung des konvektiven Massenstromungleichgewichts M; . 5o der Randsegmente wieder:
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Da mit einer Verringerung des Vorfaktors ein geringerer Nettomassenstrom M p.a der Dichtedif-
fusion kompensiert werden muss, verringert sich das konvektive Massenstromungleichgewicht
Ms,c’ag. Der Nettomassenstrom M p» der Partikel bleibt nahezu unbeeinflusst von der Anderung
des Vorfaktors. Das globale Massenstromungleichgewicht AM verringert sich aufgrund der
Verringerung des konvektiven Massenstromungleichgewichts M . 5o mit einer Reduzierung
des Vorfaktors. Uber die Verringerung des Vorfaktors wird demnach eine Verbesserung der

Massenbilanz bewirkt.

Das transiente Verhalten des Stromungsfelds der Simulationen sim_4a und sim_4b ist in
Abb. A.12, Abb. A.13 und Abb. A.14 dargestellt. Anhand des in Abb. A.12 gezeigten Abkling-
verhaltens der Druckmaxima am Eintrittsrand ist festzustellen, dass durch eine Verringerung
des eingefiihrten Vorfaktors des Dichtediffusionsterms eine Verringerung der Dissipativitit des
SPH-Verfahrens bewirkt wird. Bei einem Vorfaktor von 0,8 resultiert ein nahezu identisches
Abklingverhalten im Vergleich zum FV-Verfahren (vgl. Abb. A.12a), bei dem eine Upwind-
Diskretisierung der Divergenzterme angewendet wird. Mit einer weiteren Verringerung des
Vorfaktors auf einen Wert von 0,6 ist das SPH-Verfahren bereits sichtbar weniger dissipativ als
das genannte FV-Verfahren (vgl. Abb. A.12b). Im Zusammenhang mit dem zeitlichen Versatz
zwischen den Oszillationen des Fluiddrucks (vgl. Abb. A.13) der SPH-Simulationen sim_4a
und sim_4b und der FV-Simulation ist zu konstatieren, dass nach einer deutlich unterschied-
lichen Einlaufphase (0 < 7, < 600) keine sichtbaren Anderungen der zeitlichen Rate des
zeitlichen Versatzes At,. im Vergleich zur Referenzsimulation sim_ref bestehen. Anhand der
instantanen raumlichen Profile des Fluiddrucks in Abb. A.14 ist erkennbar, dass der Uberschwin-
ger des Druckprofils an der Wellenfront insbesondere wihrend des ersten Durchlaufs (¢, = 0,5)
der akustischen Welle durch das Rechengebiet deutlich mit einer Verringerung des eingefiihrten
Vorfaktors erhoht wird. Im Falle eines Vorfaktors von 0,6 (vgl. Abb. A.14b) sind nach mehr-
fachen Durchldufen (¢, = 4,7) der akustischen Welle noch Uberschwinger an der Wellenfront
erkennbar.

Ein weiterer Ansatz, ein neutrales Verhalten des Dichtediffusionsterms bei der Massenerhaltung
der Partikel des Rechengebiets zu bewirken, ist die Unterbindung von Interaktionen zwischen
den Partikeln des Rechengebiets und den Geisterpartikeln bei der Berechnung des Dichtediffusi-
onsterms. Auf diese Weise erfolgt durch den Dichtediffusionsterm kein direkter Massentransfer
iiber die offenen Réinder. Die Simulation, bei der dieser Ansatz verfolgt wird, wird im Folgenden
sim_4c genannt (vgl. Tab. A.10). In Tab. A.11 sind die relativen Abweichungen der Stro-
mungsgrolen von der analytischen Losung sowie die Kenngroflen zur Bewertung der zeitlichen
Fluktuationen der Stromungsgroflen fiir die Simulation sim_4c dargestellt. Es wird deutlich,
dass die zeitlichen Fluktuationen aller StromungsgroBen durch die eingefiihrte Anderung des
SPH-Verfahrens signifikant vergroBert werden. AuBBerdem ist bei der Fluidgeschwindigkeit und
insbesondere innerhalb des Rechengebiets eine deutliche VergroBerung der Abweichung zur
analytischen Losung zu verzeichnen.

Die Kennwerte der Massenbilanz der Simulation sim_4c sind in Tab. A.12 dargestellt. Auf-
grund der Unterbindung der Interaktionen zwischen den Partikeln des Rechengebiets und den
Geisterpartikeln bei der Berechnung des Dichtediffusionsterms ist der Massenstrom M, 40
gleich null. Dies bedeutet allerdings nicht, dass kein Massenfluss infolge der Dichtediffusion
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innerhalb des Rechengebiets entsteht. Es wird wie bei der Referenzsimulation Masse vom Ein-
trittsrand zum Austrittsrand transportiert. Diese Masse muss das Rechengebiet am Austrittsrand
verlassen konnen. Da dies im Falle der Simulation sim_4c nicht iiber die Interaktion zwischen
Partikeln des Rechengebiets und Geisterpartikeln realisiert werden kann, kommt es zu einer
VergroBerung des konvektiven Massenstroms der Partikel am Austrittsrand. Aus diesem Grund
ist das konvektive Massenstromungleichgewicht Mp,c’ag der Partikel im Falle der Simulation
sim_4c negativ. AuBerdem fiihrt dies zu einer erhohten Inkonsistenz zwischen den konvektiven
Massenstromen der Randsegmente und der Partikel. Diese Inkonsistenz spiegelt sich in einer
Vergroferung um nahezu eine GroBenordnung des konvektiven Massenstromungleichgewichts
AMC o0 wider. AuBerdem erhoht sich der Absolutwert des Nettopartikelmassenstroms M um
mehr als zwei Groflenordnungen.

Auch fiir das dynamische Verhalten der Simulation sim_4c ist eine Verschlechterung der Er-
gebnisse gegeniiber der Referenzsimulation zu konstatieren. Wihrend fiir das Abklingverhalten
der Druckmaxima (vgl. Abb. A.12c) kein Unterschied zu der Referenzsimulation festzustellen
ist, entsteht ein deutlich groBerer zeitlicher Versatz der Oszillationen des Fluiddrucks zwischen
der Simulation sim_4c und der FV-Simulation (vgl. Abb. A.13c). Dies spiegelt sich auch in
grofleren Abweichungen der instantanen rdumlichen Druckverteilungen von den Ergebnissen
der FV-Simulation wider (vgl. Abb. A.14c).

Auf Basis der in diesem Abschnitt gefiihrten Diskussion ist die Einfiihrung eines Vorfaktors fiir
den Dichtediffusionsterm durchaus eine Option, um eine Verringerung des konvektiven Mas-
senstromungleichgewichts Ms,aag und einhergehend eine Verringerung des globalen Massen-
stromungleichgewichts AM zu bewirken. Es wurde allerdings festgestellt, dass der Vorfaktor nur
geringfiigig reduziert werden kann, ohne eine Verschlechterung der Stabilitit des Verfahrens bis
hin zu Simulationsabbriichen zu generieren. Bei dem betrachteten Testfall wire die Anwendung
eines Vorfaktors von 0,8 ohne die zuvor erwdhnten Unzuldnglichkeiten moglich. Daraus ergéibe
sich eine Reduzierung des konvektiven Massenstromungleichgewichts M; . 5o von 0,019 % auf
0,015 9%. Dies wird an dieser Stelle als nicht signifikant bewertet. Daher wird von der Einfiih-
rung eines Vorfaktors in dieser Arbeit abgesehen. Die Unterbindung der Interaktionen zwischen
Partikeln des Rechengebiets und Geisterpartikeln bei der Berechnung des Dichtediffusionsterms
fiihrt zu einer VergroBerung der Ungenauigkeiten und der unphysikalischen Oszillationen der
Stromungsgroflen sowie zu einer Verschlechterung der Massenstrombilanz. Dieser Ansatz wird
demnach ebenfalls nicht weiterverfolgt.
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Tabelle A.11: Kennwerte fiir die Genauigkeit und die Fluktuationen der Stromungsgro-
Ben als Ergebnis der Simulationen sim_ref, sim_4a, sim_4b und

sim_4c
Typ Grofle Wert

sim_ref sim_4a sim_4b sim_4c
I err;(py) 9,39-103 9,43.1073 947-10° 8,31-1073

err; P
» D errp(ps) 5621073 565-10°  567-100°  6,50-1073
’ err, . L eru(py)  7.28-10 543100 379-107  6,76-107*
“p err, p(py) 929-10°  852-10° 7,87-107° 438107
e T €T (i) 1,68-103  3,18-10 470-1073 -839-1073
y "D errp(uy) 7,10-107*  1,34-107  2,19-10%  8,85-1072
v err, . " err; , (uy) 567-100%  495-107%  4,10-107*  1,02-1072
“p err; p(uy)  8,72-10°  8,01-10°  7,38-10  4,60-107*

Tabelle A.12: Kennwerte fiir die Massenbilanz als FErgebnis der Simulationen
sim_ref, sim 4a, sim 4bund sim_ 4c

Typ Grof3e Wert
sim_ref sim_4a sim_4b sim_4c
Global
Ale 9Q  AMpg 1241072 -1,24-102 -129-1072 -1,15-1072
alle AM 1,90-10* 1,50-107*  1,10-10™*  4,40-107*

Konvektion 9Q AM.gq  3,69-107°  3,62-107° 291-10°  581-107

Partikel
0Q M, 60 1,26-1072  1,26-10>  1,30-107%  1,19-1072
alle Q M,yo -1,26-10% -1,26-102 -1,30-102% -1,19-1072
alle M, -2,82-107% -2,18-10% -2,88-10"% -3,90-107°

Konvektion  4Q M, . a0 1,53-107%  1,14-107*  8,05-10 —1,44-107*
Dich 0Q Mpasa -1,85-100% -147-100% -1,09-10* 0,00

te- :
diffusion @ Mpaa  -895-107 —-690-107 -505-107  8,64-107

alle M, 4 -1,86-107* -1,48-10% -1,09-10*  8,64-107

0Q Mpacoo 127-1072  1,26-102  1,31-1072  1,20-1072

Dichte- .

orrektur @ Mpaca  —-126-1002 -126-102 -130-102 -1,20-102

alle M, 4c 334-10°  342-107°  286-10°  541-107°
Randsegmente

Konvektion 9Q My . 90 1,90-10*  1,50-10*  1,10-107*  436-107*
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Abbildung A.12: Zeitliches Abklingverhalten der Druckmaxima als Ergebnis der Simu-

lationen sim_4a, sim_4bund sim_4c
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Abbildung A.13: Zeitlicher Versatz des Drucksignals als Ergebnis der Simulationen
sim_ 4a,sim_4bund sim_4c
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Abbildung A.14: Riumliche Verldufe des Drucks zu verschiedenen Zeitpunkten als
Ergebnis der Simulationen sim_4a, sim_4bund sim_4c

A.5.5 Partikelverschiebung

Der Partikelverschiebungsansatz wurde in Abschnitt 4.4.4 als eine weitere Methode zur Re-
duzierung der numerischen Unzuldnglichkeiten der SPH-Methode eingefiihrt. Insbesondere im
Bereich der offenen Rinder kommt es bei dem vorliegenden Verfahren zu verhéltnisméfig
groBBen UngleichméBigkeiten der raumlichen Verteilung der Partikel, da die Partikel in unmittel-
barer Randnihe eine Massenédnderung erfahren. Aufgrund dieser Massendnderung entstehen in
Randniéhe raumliche Konstellationen von Partikeln, bei denen Partikel mit einer sehr geringen
Masse von Partikeln umgeben sind, deren Masse gleich der Referenzmasse eines Partikels ist.
Die Konsequenz ist eine inhomogene raumliche Verteilung der Partikelabstinde in diesen Be-
reichen. Bei der Berechnung der SPH-Operatoren eines Partikels, in dessen Einflussbereich eine
solche ungleichméBige raumliche Konstellation von Partikeln vorliegt, konnen verhiltnisma-
Big groBe Ungenauigkeiten auftreten. Uber den Partikelverschiebungsansatz wird die rdumliche
Verteilung der Partikel verbessert, um diese Ungenauigkeiten zu reduzieren. Bei diesem Ansatz
wird eine zusitzliche Geschwindigkeitsdifferenz 6ﬁ‘aS fiir das Partikel a des Rechengebiets de-
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Tabelle A.13: Definition der Simulationen zur Untersuchung des Einflusses des Parti-
kelverschiebungsansatzes

Name Beschreibung

sim_5a Multiplikation der Geschwindigkeitsdifferenz 6ﬁf gemil Gl. 4.54 mit einem Vorfaktor von

0,1.

sim_5b Multiplikation der Geschwindigkeitsdifferenz 5> gemiB Gl. 4.54 mit einem Vorfaktor von
0,01.

sim_5c Multiplikation der Geschwindigkeitsdifferenz 6ﬁf gemil Gl. 4.54 mit einem Vorfaktor von
0,001.

finiert (vgl. Gl. 4.54 und GI. 4.53). Diese Geschwindigkeitsdifferenz 6@ reprisentiert gemiB
Gl. 4.69 einen Anteil der gesamten Geschwindigkeitsdifferenz 6di, des Partikels a. Uber die
Geschwindigkeitsdifferenz 6@ kann das Partikel a abweichend von den Stromlinien des Stro-
mungsfelds in die Richtung des grof3ten Partikeldefizits verschoben werden. Hierdurch kann
die zuvor genannte Verbesserung der rdaumlichen Verteilung der Partikel bewirkt werden. Ein
Nachteil dieses Ansatzes ist allerdings, dass sich in den Erhaltungsgleichungen im Vergleich zur
Lagrange’schen Betrachtungsweise zusitzliche konvektive Terme basierend auf der Geschwin-
digkeitsdifferenz 6l ergeben (vgl. Abschnitt 4.5). Wie in Abschnitt 4.5 erldutert wurde, kann
dieser konvektive Term in drei Anteile zerlegt werden (vgl. Gl. 4.57). Einer dieser Anteile repra-
sentiert die Divergenz der Geschwindigkeitsdifferenz, die eine zusitzliche Volumenédnderung
des Partikels a reprisentiert. In Abschnitt 4.5 wurde festgelegt, die durch die Geschwindigkeits-
differenz 6a° hervorgerufene Volumeninderung des Partikels a zu vernachlissigen. Dadurch
entsteht ein Fehler bei der Berechnung des Partikelvolumens. Als weitere Anteile der genannten
Zerlegung des konvektiven Terms ergeben sich Korrekturterme der Stromungsgrofen.'® Diese
Korrekturterme konnen nicht konservativ diskretisiert werden und stellen daher eine potentielle
Unzulédnglichkeit des in dieser Arbeit verwendeten numerischen Verfahrens dar. Vor diesem
Hintergrund wird in diesem Abschnitt der Einfluss des Partikelverschiebungsansatzes auf die
in diesem Kapitel verwendeten Bewertungskenngrofen untersucht. Zu dem Zweck wird ein
Vorfaktor kleiner eins definiert, mit dem die Geschwindigkeitsdifferenz 6ﬁf , die sich gemaf
Gl. 4.54 ergibt, multipliziert wird. Hierdurch werden der Betrag und damit der Einfluss der Ge-
schwindigkeitsdifferenz reduziert. Bei der Simulation sim_5a, sim_5b bzw. sim_5c wird
die Geschwindigkeitsdifferenz 6ﬁ;,9 mit einem Vorfaktor von 0,1, 0,01 bzw. 0,001 multipliziert
(vgl. Tab. A.13). Die Referenzsimulation sim_ref entspricht der Anwendung eines Vorfaktors
von 1,0.

Die statistische Verteilung der normierten x-Komponente 6 ﬁf,x = 605 - e, /uo der Geschwindig-
keitsdifferenz ist fiir die verschiedenen Simulationen in Abb. A.15 veranschaulicht. Fiir diese
Darstellung wurde das Rechengebiet entlang der x-Richtung in 25 Abschnitte unterteilt. Fiir je-
den dieser Abschnitte ist die relative Haufigkeit der Geschwindigkeitsdifferenz innerhalb eines
diskretisierten Wertebereichs als Falschfarbe dargestellt. Fiir die Referenzsimulation (Simula-

19Es handelt sich um den zweiten Term auf der rechten Seite in Gl. 4.77 und den jeweils ersten Term auf der
rechten Seite in GI. 4.79 und Gl. 4.80.
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Abbildung A.15: Statistische Verteilung der normierten x-Komponente der Geschwin-
digkeitsdifferenz (6ﬁfx =60 - e, /up) entlang der x-Richtung des
Rechengebiets als Ergebnis der Simulationen sim_ref, sim_5a,
sim_5bund sim_5c

tion sim_ref) ist festzustellen, dass die Geschwindigkeitsdifferenz hauptsichlich in direkter
Nihe der offenen Rinder vergleichsweise groBBe Werte annimmt (vgl. Abb. A.15a). Dabei ist
die Geschwindigkeitsdifferenz am Austrittsrand deutlich groBer als am Eintrittsrand. Etwa 10 %
aller Partikel, die wéahrend der Simulation in der Nihe des Austrittsrands positioniert waren,
erfuhren eine Geschwindigkeitsdifferenz von etwa 30 % der Referenzgeschwindigkeit ug. Bei
einem Vorfaktor von 0,1 (Simulation sim_5a) sind Maximalwerte der Geschwindigkeitsdiffe-
renz von ca. 5 % der Referenzgeschwindigkeit u( in der Nahe des Austrittsrand zu verzeichnen
(vgl. Abb. A.15b). Bei einer Reduzierung des Vorfaktors auf 0,001 (Simulation sim_5c) liegt
die Geschwindigkeitsdifferenz unterhalb von 0,05 % der Referenzgeschwindigkeit uq (vgl. Abb.
A.15d). In diesem Fall ist der Einfluss des Partikelverschiebungsansatzes auf das SPH-Verfahren
als irrelevant anzusehen.

In Tab. A.14 sind die relativen Abweichungen der Stromungsgrofen von der analytischen Lo-
sung sowie die KenngroB3en zur Bewertung der zeitlichen Fluktuationen der Stromungsgrofien



236 Anhang

zusammengefasst. Der positive Einfluss des Partikelverschiebungsansatzes auf die Stabilitit des
Verfahrens soll an dieser Stelle herausgestellt werden. Durch eine Verringerung des eingefiihrten
Vorfaktors vergrolern sich die normierten Fluktuationen aller Stromungsgrof3en. Bei der Simu-
lation sim_5c, bei der der Einfluss des Partikelverschiebungsansatzes als nicht mehr relevant
einzustufen ist, ist innerhalb des Rechengebiets im Vergleich zur Referenzsimulation ca. eine
Verdopplung der normierten Fluktuationen der Stromungsgrof8en zu verzeichnen.

In Tab. A.15 werden die normierten und gemittelten Massenstromkennwerte zwischen der Refe-
renzsimulation sim_ref und denin diesem Abschnitt eingefiihrten Simulationen verglichen. Es
sind gegeniiber der Referenzsimulation erhebliche Verianderungen der die Partikel betreffenden
Kennwerte erkennbar. Bei einem vernachlédssigbaren Einfluss des Partikelverschiebungsansat-
zes (Simulation sim_5c) vergroBert sich der Nettomassenstrom M p der Partikel um etwa drei
GroBenordnungen im Vergleich zur Referenzsimulation. Es ist demnach ein positiver Einfluss
des Partikelverschiebungsansatzes auf die Massenbilanz der Partikel zu konstatieren. Entge-
gen der Erwartung vergroflert sich der Nettomassenstrom Mp,dc der Dichtekorrektur bei einer
Verringerung des eingefiihrten Vorfaktors. Die Vergroferung ist insbesondere bei dem ersten Re-
duzierungsschritt des Vorfaktors (Simulation sim_5a) signifikant. Fiir den Nettomassenstrom
M p.a der Dichtediffusion sind nur geringfiigige Anderungen zu verzeichnen. Aus diesem Grund
sind fiir das Massenstromungleichgewicht Ms,c,ag der Randsegmente sowie fiir das globale
Massenstromungleichgewicht AM ebenfalls nur geringfiigige Anderungen zu konstatieren.

Das dynamische Verhalten der in diesem Abschnitt diskutierten Simulationen ist in Abb. A.16,
Abb. A.17 und Abb. A.18 dargestellt. Fiir das Abklingverhalten der Druckmaxima (vgl. Abb.
A.16), den zeitlichen Versatz der Druckoszillationen zu dem Ergebnis der FV-Simulation (vgl.
Abb. A.17) sowie die instantanen Profile des Fluiddrucks (vgl. Abb. A.18) sind keine nennens-
werten Unterschiede zu dem Ergebnis der Referenzsimulation festzustellen.

Basierend auf der in diesem Abschnitt gefiihrten Diskussion wird die Schlussfolgerung gezogen,
dass der Partikelverschiebungsansatz sowohl im Zusammenhang mit der Stabilitit als auch der
Massenbilanz der Simulationen einen positiven Einfluss aufweist. Der Ansatz weist keinerlei
Nachteile auf. Daher wird dieser Ansatz, wie in Abschnitt 4.4.4 eingefiihrt, in dieser Arbeit
weiterverfolgt.
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Tabelle A.14:

Kennwerte fiir die Genauigkeit und die Fluktuationen der Stromungsgro-
Ben als Ergebnis der Simulationen sim_ref, sim_5a, sim_5b und

sim_b5c
Typ Grofle Wert
sim_ref sim_ 5a sim_ 5b sim_5c¢
err. L ermi(py) 9,39-10%  9,38-107% 938-10° 937-107°
, "D errp(ps)  562-1003  563-107  562-100 5621073
T e L emu(py) 728100 895-10°  1,13-107*  115-10°
“p err; p(py)  929-10°  1,29-10°  1,57-107°  1,76-107
err: err, (i) 1,68-107° 1,98-10° 1,28-102 9.40-107*
. "D errp(uy) 7,10-107%  7,53-10*  1,01-103  1,06- 1073
v err, . " err; , (uy) 567-100%  6,59-107%  632-107*  6,46-107*
“p err; p(uy)  8,72-10°  1,17-10*%  1,42-107*  1,69-107*
Tabelle A.15: Kennwerte fiir die Massenbilanz als FErgebnis der Simulationen
sim_ref, sim 5a, sim 5bund sim_b5c
Typ GroBe Wert
sim_ref sim_5a sim_5b sim_5c¢
Global
Alle 0Q  AMpq -124-1072 -1,77-107% -1,35-102 -9,20-1073
alle AM 1,90-107*  1,85-10*  2,04-107* 1,92-107*
Konvektion 9Q  AM, 0 3,69-10°  1,31-107*  148-107*  1,29.-107*
Partikel
0Q M, 60 1,26-1072  1,78-1072  1,37-1072  9,41-1073
alle Q M,q -1,26-102 -1,78-10% -1,37-1072 -9,39-1073
alle M, -2,82-107% -397-10°® -3,96-10"° 1,72-107°
Konvektion  4Q M, . a0 1,53-107%  5,06-10°  524-10°  8,04-107
Dich 0Q Mpasa -1,85-100* -1,66-107* -1,82-107* -1,94-107*
te- .
diffusion @ Mpaa  -895-107 -792-10° -7,04-10° -4,05-10°
alle M, 4 -1,86-107* -1,74-10* -1,89-107* -1,98-107*
Dich 0Q Mpaco0 1,27-1072 1,80-1072  1,38-1072  9,52-1073
te- :
orrektur @ Mpaca  -126-102 -178-102 -137-102 -9,39 1073
alle M, 4c 334-10°  1,19-107*  1,33-100*  1,35-107*
Randsegmente
Konvektion  9Q M. ¢ a0 1,90-10"*  1,81-107*  2,00-107*  2,09-107*
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Abbildung A.16: Zeitliches Abklingverhalten der Druckmaxima als Ergebnis der Simu-
lationen sim_5a, sim_ 5bund sim_5c

=== sim ref sim_ba === sim ref sim_5b === sim ref sim_b5c¢
i ,—-~~\ ] i ,¢~\\ ] ; /“\\ i
0,2 'l ~\~~ 0,2 /, ~\\\ 0,2 : ,l \‘x\
Ny II Ny II Ny [ Il
<01} / . < 01f / ] Q01 /4 b
/ / L
| J [ #
] ] LI
(VR4 | = (VR4 1 = 0 1 =
0 500 1000 0 500 1000 0 500 1000
ty [ t
(a) sim_5a (b) sim_5b (¢) sim_5c

Abbildung A.17: Zeitlicher Versatz des Drucksignals als Ergebnis der Simulationen
sim_5a, sim_5bund sim_5c



A.5 Analyse verschiedener Variationen des SPH-Verfahrens 239

=== sim fvm sim_ba ===+ sim_fvm sim_5b ===+ sim_fvm sim_bc
= o= simref =0 = simref =0 = simref
t+205 t+—0,5 t+—05
T T ] T
— Y B
& 05) \l | & 05} \l - & 05) ! |
Ot lkﬁ-@eﬁee Okt 1&9'9,9?'919 Ot Lxﬁ-e-e?-eae
t+—47 t+:4,7 t+—47
POOTODe, POOTeteg, | POOTOSE,
%ﬁ %Q% C'%ﬁ

=
=

L 05} N\

0,5 0,5
g { g . q a\
§ § §
O C L N AQAOO O C 1 N ,Q, 0 C L N AQA
t+ == 6,0 t+ == 6,0 t+ == 6,0
0 '500'999'96 0r ‘ﬁ‘,e-ee oF ‘noe-eee-e-a
a i 4
lé lé lé
g / g / ~ 4 | /
01r 4 1 01F 4 . 01+ 4 1
0 0.5 1 0 05 1 0 0.5 1
X+ X+ X+
(a) sim_5a (b) sim_5b (c) sim_5c

Abbildung A.18: Riumliche Verldufe des Drucks zu verschiedenen Zeitpunkten als
Ergebnis der Simulationen sim_5a, sim_5bund sim_5c

A.5.6 Aspekte der Erhaltungsgleichungen

In diesem Abschnitt werden besondere Aspekte der Erhaltungsgleichungen untersucht. In Ab-
schnitt 4.5 wurden die Besonderheiten der in dieser Arbeit verwendeten Formulierung der Er-
haltungsgleichungen ausfiihrlich diskutiert. Diese Besonderheiten beziehen sich auf den Dichte-
diffusionsterm und den Dichtekorrekturterm. Dem Dichtediffusionsterm ist keine physikalische
Bedeutung beizumessen. Dieser Term dient der Stabilisierung des numerischen Verfahrens (vgl.
Abschnitt 4.4.3). Uber den Dichtekorrekturterm wird eine Korrektur der Fluiddichte eines Parti-
kels hinsichtlich der Abweichung der Partikeladvektion von den Stromlinien des Stromungsfelds
eingefiihrt. Anhand der Herleitung der Erhaltungsgleichungen (vgl. Abschnitt 4.5) wurde darge-
legt, dass beide Terme sowohl in der Kontinuititsgleichung als auch in der Massenerhaltungs-
gleichung beriicksichtigt werden.”’ AuBerdem wurde in Abschnitt 4.5 gezeigt, dass aufgrund
des Dichtediffusionsterms ein zusitzlicher Term in der Impulserhaltungsgleichung entsteht.?!

20Es handelt sich um den zweiten und den dritten Term der rechten Seite in Gl. 4.77 sowie den ersten und
zweiten Term der rechten Seite in GI. 4.79.
21Eg handelt sich um den vierten Term der rechten Seite in Gl. 4.80.
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Die Berticksichtigung der zuvor genannten Terme in der Massenerhaltungsgleichung (Gl. 4.79)
und in der Impulserhaltungsgleichung (Gl. 4.80) ist problematisch. Es wurde in den vorange-
gangenen Abschnitten bereits dargelegt, dass der Dichtekorrekturterm nicht konservativ ist und
daher ein Nettomassenstrom Mp,dc der Dichtekorrektur auftritt, der ungleich null ist. Auch auf
Basis des Dichtediffusionsterms entsteht ein Nettomassenstrom M p.d» der ungleich null ist. Zwar
lieBen sich reziproke Interaktionen zwischen Partikeln des Rechengebiets bei der Berechnung
des Dichtediffusionsterms realisieren. Jedoch sind die Absolutwerte der Massenstrome, die sich
aufgrund von Interaktionen zwischen Partikeln des Rechengebiets und Geisterpartikeln ergeben,
an den verschiedenen Réndern nicht identisch. Bei dem vorliegenden Testfall wird dadurch ein
Nettomassenstrom vom Einstrom- zum Ausstromrand hervorgerufen. Dieser Nettomassenstrom
der Dichtediffusion wird durch konvektive Massenstrome kompensiert. Dadurch ergeben sich an
den verschiedenen Rindern auch im stationdren Stromungszustand sowohl fiir die Partikel als
auch fiir die Randsegmente unterschiedlich grole Absolutwerte der konvektiven Massenstrome.
Im Hinblick auf eine Kopplung der SPH- und der FV-Methode ist dieser Sachverhalt proble-
matisch, da zwischen einem SPH- und einem FV-Rechengebiet nur konvektive Massenstrome
transferiert werden. Uber die Nettomassenstrome aufgrund von Dichtekorrektur und Dichtedif-
fusion wiirde somit ein Massenstromungleichgewicht fiir das globale Rechengebiet generiert
werden. Dariiber hinaus kann der Dichtediffusionsterm in der Impulserhaltungsgleichung nicht
konservativ diskretisiert werden.

Um diese Unzulédnglichkeiten zu umgehen, werden die genannten Terme in der Literatur oftmals
vernachlissigt. Ublicherweise wird, wie z. B. in den Arbeiten von Lind et al. (2012) und Sun
et al. (2019), auch bei der Anwendung eines Partikelverschiebungsansatzes die Annahme eines
vernachlissigbaren konvektiven Massenaustauschs zwischen den Partikeln getroffen. Demnach
wird der Dichtekorrekturterm zur Korrektur der Dichte in der Kontinuitétsgleichung allerdings
nicht in der Massenerhaltungsgleichung angewendet. Dieser Ansatz wird in diesem Abschnitt
bei der Simulation sim_6a verfolgt. Auch der Dichtediffusionsterm wird, wie z. B. in den
Arbeiten von Ferrari et al. (2009) und Marrone et al. (2011), iiblicherweise nur in der Kon-
tinuititsgleichung, nicht aber in der Massenerhaltungsgleichung beriicksichtigt. Dieser Ansatz
wird in diesem Abschnitt bei der Simulation sim_6b verfolgt. Durch die Vernachlédssigung der
zuvor genannten Terme in der Massenerhaltungsgleichung wirken diese implizit als Volumenén-
derungsterme, da sie weiterhin in der Kontinuititsgleichung verwendet werden. Um den Einfluss
des Dichtediffusionsterms in der Impulserhaltungsgleichung zu quantifizieren, wird dieser Term
bei der Simulation sim_6c¢c beriicksichtigt. Bei der Referenzsimulation sim_ref wird dieser
Term nicht beriicksichtigt. In Tab. A.16 sind die genannten Simulationen zusammengefasst.

In Tab. A.17 sind die relativen Abweichungen der Stromungsgrofen von der analytischen Lo-
sung sowie die KenngroBen zur Bewertung der zeitlichen Fluktuationen der Stromungsgréfen
zusammengefasst. Es sind fiir keine der Simulationen nennenswerte Unterschiede zu den Ergeb-
nissen der Referenzsimulation erkennbar. Im Falle der Simulationen sim_6aund sim_6b liegt
dies daran, dass durch die eingefiihrten Anderungen in der Massenerhaltungsgleichung ledig-
lich die Partikelmasse beeinflusst wird. Die Kontinuitits- und Impulsgleichungen werden durch
diese Anderungen nicht beeinflusst, sodass keine nennenswerten Anderungen bei der Fluiddich-
te und der Fluidgeschwindigkeit zu verzeichnen sind. Auch fiir das dynamische Verhalten der
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Tabelle A.16: Definition der Simulationen zur Untersuchung des Einflusses besonderer
Aspekte der Erhaltungsgleichungen

Name Beschreibung

sim_6a Keine Beriicksichtigung des Dichtekorrekturterms in der Massenerhaltungsgleichung (Gl.
4.79). Der Dichtekorrekturterm wird weiterhin in der Kontinuitétsgleichung (GI. 4.77) ange-
wendet und wirkt somit als Volumenédnderungsterm.

sim_6b Keine Beriicksichtigung des Dichtediffusionsterms in der Massenerhaltungsgleichung (Gl.
4.79). Der Dichtediffusionsterm wird weiterhin in der Kontinuititsgleichung (Gl. 4.77) ange-
wendet und wirkt somit als Volumeninderungsterm.

sim_6c Beriicksichtigung des Dichtediffusionsterms in der Impulserhaltungsgleichung (Gl. 4.80).

Stromungsgroflen, das in Abb. A.19, Abb. A.20 und Abb. A.21 dargestellt ist, sind keine signi-
fikanten Anderungen festzustellen. Lediglich die Simulation sim_6c weist eine Verinderung
des zeitlichen Verlaufs des zeitlichen Versatzes der Druckoszillationen am Eintrittsrand zu dem
Ergebnis der FV-Simulation auf. Jedoch ist die zeitliche Rate des Versatzes nach einer unter-

schiedlichen Einlaufphase im Vergleich zu dem Ergebnis der Referenzsimulation betragsmaBig
dhnlich.

Grundlegende Unterschiede zu der Referenzsimulation sind fiir die Kennzahlen der Massenbi-
lanz zu konstatieren. In Tab. A.18 werden die Kennwerte der in diesem Abschnitt eingefiihrten
Simulationen mit denen der Referenzsimulation verglichen. Bei der Simulation sim_6a, bei
der der Dichtekorrekturterm in der Massenerhaltungsgleichung nicht beriicksichtigt wird, sind
alle die Dichtekorrektur betreffenden Massenstrome gleich null. Folglich muss nur der Netto-
massenstrom M p.a der Dichtediffusion durch den konvektiven Nettomassenstrom M p.c0Q der
Partikel kompensiert werden. Dadurch lésst sich im Vergleich zur Referenzsimulation eine deut-
lich verbesserte Ubereinstimmung zwischen den konvektiven Nettomassenstromen Ms,c’ag und
M p.c,00 der Randsegmente und der Partikel sowie folglich eine Reduzierung des konvektiven
Massenstromungleichgewichts AM,. 5o verzeichnen. Das globale Massenstromungleichgewicht
AM bleibt von der Anderung des SPH-Verfahrens bei der Simulation sim_6a unbeeinflusst,

da dieses Ungleichgewicht hauptsichlich durch den Dichtediffusionsterm definiert wird.

Bei der Simulation sim_6b, bei der der Dichtediffusionsterm in der Massenerhaltungsglei-
chung nicht beriicksichtigt wird, sind alle die Dichtediffusion betreffenden Massenstrome gleich
null. Da der Dichtediffusionsterm weiterhin in der Kontinuititsgleichung angewendet wird,
ist auch weiterhin eine Kompensation dieses Terms in der Kontinuitédtsgleichung durch das
Fluidgeschwindigkeitsfeld notwendig. Um die zuvor genannte Kompensation zu gewihrleisten,
bleibt das konvektive Massenstromungleichgewicht M . o der Randsegmente im Vergleich zur
Referenzsimulation unverdndert. Da der Dichtediffusionsterm nicht in der Massenerhaltungs-
gleichung angewendet wird, muss dieser Term nicht iiber den konvektiven Partikelmassenstrom
Mp’c’ag kompensiert werden. Daraus resultiert eine Vergroerung des konvektiven Massen-
stromungleichgewichts AMQQQ der Partikel und Randsegmente. Das globale Massenstromun-
gleichgewicht AM bleibt von der Anderung des SPH-Verfahrens bei der Simulation sim_6b
unbeeinflusst. Bei der Simulation sim_6c, bei der der Dichtediffusionsterm im Gegensatz zur
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Referenzsimulation in der Impulserhaltungsgleichung berticksichtigt wird, ist eine VergroBerung
des Nettopartikelmassenstroms Mp festzustellen.

Basierend auf der in diesem Abschnitt gefiihrten Diskussion konnen die folgenden Schluss-
folgerungen gezogen werden. Durch die Vernachldssigung des Dichtekorrekturterms in der
Massenerhaltungsgleichung wird die Ubereinstimmung zwischen den konvektiven Massenstro-
men der Partikel und Randsegmente im Vergleich zur Referenzsimulation verbessert. Da im
Zusammenhang mit einem Embedded-SPH-Verfahren eine moglichst gute Ubereinstimmung
der konvektiven Massenstrome vorteilhaft ist, wird dieser Ansatz nachfolgend angewendet. Die
Vernachlissigung des Dichtediffusionsterms in der Massenerhaltungsgleichung fiihrt hingegen
zu einer Verschlechterung der Ubereinstimmung zwischen den genannten konvektiven Massen-
stromen. Daher wird dieser Ansatz nicht weiterverfolgt. Dariiber hinaus fiihrt die Anwendung
des Dichtediffusionsterms in der Impulsgleichung zu einer VergroBBerung des Nettopartikelmas-
senstroms. Folglich wird auch dieser Ansatz nicht weiter berticksichtigt.
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Tabelle A.17:

Kennwerte fiir die Genauigkeit und die Fluktuationen der Stromungsgro-
Ben als Ergebnis der Simulationen sim_ref, sim_6a, sim_6b und

sim_6c¢c
Typ Grofle Wert
sim_ref sim_6a sim_6b sim_6¢c
err. L ermi(py) 9,39-10%  9,39-107% 939-10° 933-107°
, "D errp(ps)  562-1003  562-107  562-100 5591073
T L emu(py) 728100 728105 727-10°  714-10°°
"D erro(ps) 929-10°  928-10° 933-10° 945.10°°
err: err, (i) 1,68-10° 1,68-10° 1,68-103  1,57-1073
y "D errp(uy) 7,10-10*  7,10-107* 7,10-10™*  7,11-107*
v err, . " err; , (i) 5,67-10%  567-100%  568-10%  4,54-107*
“p err; p(uy)  8,72-10°  8,72-10°  876-107  884-107°
Tabelle A.18: Kennwerte fiir die Massenbilanz als Ergebnis der Simulationen
g
sim_ref, sim 6a, sim_6bund sim_6c¢c
Typ GroBe Wert
sim_ref sim_6a sim_6b sim_6¢c
Global
Alle 0Q  AMpq -124-1072  1,89-10% -1,25-10"2 -1,30-1072
alle AM 1,90-10*  1,89-10* 1,90-107* 1,89-107*
Konvektion 9Q  AM, 0 3,69-10° 341-10° 223.-10* 291-107
Partikel
0Q M, 60 1,26-1072  9,01-1077  1,27-107%  1,32-1072
alle Q M,q -1,26-102 -890-1077 -1,27-1072 -1,32-1072
alle M, -2,82-10%  1,07-107% -238-107% 1,86-107°
Konvektion  4Q M, . a0 1,53-100%  1,86-10*% -335.10  1,62-107*
0Q Mpase -1,85-100* -1,85-107* 0,00 -1,86-107*
Dichte- : — - -
diffusion @ Mpaq  -895-1077 -890-10 0,00 -9,25- 10
alle M, 4 -1,86-107* -1,86-10"* 0,00 -1,87-1074
0Q My acoo  1,27-1072 0,00 1,27-1072  1,32-1072
Dichte- ; - - -
alle M, 4c 3,34-10 0,00 3,35-10 2,71-107°
Randsegmente
Konvektion 9Q My . 90 1,90-107*  1,90-10* 1,90-107* 191-107*
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Abbildung A.19: Zeitliches Abklingverhalten der Druckmaxima als Ergebnis der Simu-
lationen sim_6a, sim_6bund sim_6¢c

=== sim ref sim_6a === sim ref sim_6b === sim ref sim_6¢
8 'ﬂ .\\ b i ,‘ .\\ b
0’2 ll ~\\\ 0,2 I, \~\\ 0,4 _ N
g / ey / ey [
< o01f / 1 < o01f / 1 < gl /==~ 1]
| | 1< L s’ =~
/ / L/,
| | v/3
(VR4 | = (VR4 1 = 0 1 .
0 500 1000 0 500 1000 0 500 1000
ty [ t
(a) sim_6a (b) sim_o6b (c) sim_6c

Abbildung A.20: Zeitlicher Versatz des Drucksignals als Ergebnis der Simulationen
sim_6a,sim_6bund sim_6c
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Abbildung A.21: Riaumliche Verldufe des Drucks zu verschiedenen Zeitpunkten als
Ergebnis der Simulationen sim_6a, sim_6b und sim_6c¢c

A.6 Anwendung nichtreflektierender Randbedingungen

Bei technisch relevanten Simulationen wird hiufig ein homogenes Stromungsfeld eines ru-
henden Fluids als Anfangsbedingung des Rechengebiets aufgeprégt. Bei den eindimensionalen
Testféllen in Kapitel 6 wurde dieser Ansatz ebenfalls gewdhlt. Durch die Aufprigung von
Randbedingungen, die von den Werten der Stromungsvariablen dieses Anfangszustands ab-
weichen, werden StoBwellen an diesen Réndern generiert. In den meisten Féllen sind offene
Rinder an Orten definiert, an denen diese akustischen Wellen das Rechengebiet verlassen.
Allerdings wird durch die Aufpriagung von Dirichlet-Randbedingungen an den offenen Rin-
dern eine vollstindige Reflexion der akustischen Wellen bewirkt. Dadurch werden akustische
Wellen mehrfach zwischen den offenen Rindern advektiert, bis sie schlieBlich durch physi-
kalische und numerische Dissipation vollstindig abgeklungen sind. Wie an dem Testfall B in
Abschnitt 6.1.2 dargelegt wurde, kann dieser Vorgang einen enormen physikalischen Zeitraum
umfassen (vgl. Abb. 6.6). Bei technisch relevanten Simulationen wird durch diesen Einschwing-
vorgang des Stromungsfelds ein signifikanter Rechenaufwand generiert. Der Einschwingvorgang
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ist allerdings in den meisten Fillen irrelevant fiir die Auswertung der Simulationen. Daher ist
der genannte Rechenaufwand meist unnétig. Durch die Anwendung einer nichtreflektierenden
Randbedingung am Austritt des Rechengebiets konnen akustische Wellen am Austrittsrand ge-
ddmpft werden. Dadurch kann der Rechenaufwand signifikant reduziert werden. Durch den in
Abschnitt 5.2 eingefiihrten und in dieser Arbeit auf die SPH-Methode angewendeten Navier-
Stokes-Characteristic-Boundary-Conditions(NSCBC)-Ansatz (Poinsot und Lelef, 1992) konnen
nichtreflektierende Randbedingungen in der SPH-Methode appliziert werden. In diesem Kapitel
wird die Ddmpfung der akustischen Wellen durch die Anwendung einer nichtreflektierenden
Randbedingung am Austrittsrand des Rechengebiets anhand des Beispiels des Testfalls B (vgl.
Abschnitt 6.1.2) untersucht. Die Ergebnisse dieses Kapitels wurden erstmalig in der Veroffent-
lichung von Werdelmann et al. (2021) gezeigt.

In Abschnitt 5.2.4 wurden verschiedene Arten von Randbedingungen im Kontext des NSCBC-
Ansatzes erldutert. Diese unterscheiden sich hauptsédchlich durch die Definition der Wellenam-
plitudenvariation L. Die Wellenamplitudenvariation £, hingegen wird stets iiber Informationen
des inneren Rechengebiets bestimmt (vgl. Gl. 5.9). Im Falle eines reflektierenden Rands wird
entweder eine Dirichlet-Randbedingung fiir den Fluiddruck oder fiir die Fluidgeschwindigkeit
vorgegeben, sodass entweder iiber Gl. 5.5 oder tliber Gl. 5.6 eine Beziehung zwischen den Wel-
lenamplitudenvariationen £; und £, hergestellt werden kann. Diese Art der Randbedingung
wurde in Kapitel 6 angewendet.

Fiir den Fall eines nichtreflektierenden Rands ist das Randsegment nur fiir Wellen oberhalb einer
Grenzfrequenz f. permeabel. Eine hierfiir geeignete Formulierung der Komponente £; wird
von Selle et al. (2004) vorgeschlagen:

Li=K(p-po) mit K:U'(I—Maz)% (A.54)

In Gl. A.54 ist L eine charakteristische Linge des Rechengebiets, Ma eine charakteristische
Machzahl und o ein Regelparameter. Durch Gl. A.54 wird eine Relaxation des Drucks erreicht.
Der Druck wird nicht als Dirichlet-Randbedingung vorgegeben. Stattdessen wird die Kompo-
nente £ mit der Differenz aus dem Fluiddruck und dem Zielwert p, des Drucks skaliert. Dies
verhindert bei geeigneter Wahl des Regelparameters o, dass der Rand vollstiandig reflektierend
ist und dass der Druck signifikant von dem Zielwert p., abweicht. Selle et al. (2004) zeigen
auBerdem, dass sich der komplexe Reflexionskoeffizient R unter Anwendung der Definition der
Variation der Wellenamplitude £; gemif3 Gl. A.54 wie folgt ausdriicken lasst:

mit w=2nf (A.55)

In Gl. A.55 ist w die Kreisfrequenz und f die Frequenz. Uber den Betrag des komplexen
Reflexionskoeflizienten R ldsst sich zeigen, dass Wellen mit einer Frequenz oberhalb einer
Grenzfrequenz f. = K/4m nur unwesentlich am Randsegment reflektiert werden (Selle et al.,
2004). Durch Einsetzen der Definition der Variablen K (vgl. Gl. A.54) in die Definition dieser
Grenzfrequenz f, ldsst sich ein Maximalwert fiir den Regelparameter o definieren, unterhalb
dessen keine Wellen mit einer Frequenz grofler der Grenzfrequenz f, signifikant am Randseg-
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ment reflektiert werden:

o= 2L (A.56)

(1 -Ma?)c
Wird die Grenzfrequenz f. als die minimale im Rechengebiet vorhandene Frequenz fj definiert,
werden alle akustischen Wellen im Rechengebiet signifikant gedimpft. Fiir die Konfiguration
des Testfalls B in Kapitel 6 ist die minimale Frequenz fy nach Selle et al. (2004) wie folgt
definiert: .
2
fo=(1-Ma?) =

Die GroBe L entspricht der Linge des eindimensionalen Rechengebiets des Testfalls B. Durch
Gleichsetzen der Grenzfrequenz f. mit der minimalen Frequenz f ergibt sich fiir den Regelpa-
rameter oo gemdl Gl. A.56 ein Wert von o = &r. Diese Definition garantiert eine ausreichende
Reflexion des Rands, um eine Drift des Drucks p von dem Zielwert p., des Fluiddrucks am
Austrittsrand zu vermeiden (Selle et al., 2004). Fiir die beim Testfall B in Kapitel 6 angewendete
Kombination von Randbedingungen definieren Selle et al. (2004) ein Optimum des Regelpa-
rameters o von o = 0,58, bei dem die Abklingzeit der Oszillationen der Stromungsgroflen
minimiert wird, ohne eine Drift des Drucks am Auslassrand zu generieren. Die in Abschnitt
6.3 bereits diskutierte Simulation sim_mod entspricht dem Fall mit einem vollstindig reflek-
tierenden Austrittsrand. Der Modellparameter o nimmt in diesem Fall einen unendlich grof3en
Wert an (o0 = o0). Mit der sonst zu der Simulation sim_mod identischen Konfiguration wer-
den in diesem Abschnitt zwei weitere Simulationen des Testfalls B eingefiihrt, bei denen eine
nichtreflektierende Randbedingung am Austrittsrand definiert wird und der Regelparameter o
die zuvor diskutierten Werte von o- =  bzw. o = 0,58 annimmt.

In Abb. A.22a bzw. Abb. A.22b ist der normierte zeitliche Verlauf des Fluiddrucks p;+ am
linken Rand / bzw. der Fluidgeschwindigkeit u, , am rechten Rand r fiir die drei verschiedenen
Werte des Regelparameters o dargestellt. Es ist festzustellen, dass die Oszillationen beider

o= === o= — 0=0,58 o =0 === o= — 0 =058
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Abbildung A.22: Zeitlicher Verlauf der normierten Stromungsgréfen an den offenen
Réndern fiir verschiedene Werte des Regelparameters o. In Anleh-
nung an Werdelmann et al. (2021)
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---- simfvm  ---- dominante Kreisfrequenz nach Selle et al. (2004)
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Abbildung A.23: Frequenzspektrum des normierten Fluiddrucks am Eintrittsrand fiir
verschiedene Werte des Regelparameters o. In Anlehnung an Werdel-
mann et al. (2021)

Stromungsgroflen bereits bei einem Wert des Regelparameters von o = 7 signifikant gedampft
werden. Nach etwa 10 Perioden sind keine Oszillationen mehr erkennbar. Durch eine weitere
Reduzierung des Regelparameters auf einen Wert von o = 0,58 ist nur noch eine Periode zu
verzeichnen. Dies deutet darauf hin, dass dieser Wert des Regelparameters o ein Optimum
darstellt. Dariiber hinaus weist keine der beiden Stromungsgréfen eine Drift vom Zielwert auf.

In Abb. A.23 sind die Betridge der Fourier-Transformierten | p.(w)| des zeitlichen Drucksi-
gnals am Eintrittsrand als Frequenzspektren iiber einem normierten Ausdruck der Kreisfrequenz
w = 2n f von links nach rechts fiir die Regelparameter o = oo, oo = 7 und o = 0,58 dargestellt.
Fiir die Berechnung der Fourier-Transformierten wurde das Signal des Fluiddrucks zwischen
den dimensionslosen Zeiten ¢, = 0 und ¢, = 1000 verwendet. Fiir den Fall reflektierender Rand-
bedingungen (o = o) ist neben dem Frequenzspektrum der Simulation sim_mod auch das der
Simulation sim_fvm mit dem FV-Verfahren (vgl. Kapitel 6) dargestellt. Es ist zu konstatieren,
dass die beiden Spektren eine sehr gute Ubereinstimmung aufweisen. Bei einer Reduzierung
des Regelparameters o konnen die Amplituden der dominanten Frequenzen erheblich verringert
werden. Bei einem Regelparameter von o = 0,58 sind die dominanten Frequenzen nicht mehr
erkennbar. Um die Genauigkeit des Verfahrens zur Aufprigung nichtreflektierender Randbe-
dingungen zu bewerten, wird die dominante Frequenz der Frequenzspektren in Abb. A.23 mit
der analytischen Losung der Eigenfrequenz nach Selle et al. (2004) verglichen. Die komplexen
Eigenfrequenzen des betrachteten Testfalls konnen mittels der folgenden Gleichung bestimmt
werden (Selle et al., 2004):

. 2
do% 4 (1 _ i—“’) ~0 (A.57)
K

Die Losung fiir die erste Eigenfrequenz gemall Gl. A.57 ist in Abb. A.23 fiir die verschiedenen
Regelparameter o als vertikale Strichpunktlinie dargestellt. Es ist zu erkennen, dass die erste
Eigenfrequenz sehr gut mit der dominanten Frequenz des simulativ generierten Frequenzspek-
trums tibereinstimmt.

Im Zuge dieser Arbeit wurden nichtreflektierende Randbedingungen auf Basis des NSCBC-
Ansatzes in das vorliegende Verfahren fiir offene Randbedingungen eingefiihrt. Es konnte in
diesem Abschnitt gezeigt werden, dass die Simulationsergebnisse unter Anwendung dieser
Randbedingungen mit der Theorie nach Selle et al. (2004) iibereinstimmen. Uber die Verwen-
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dung der nichtreflektierenden Randbedingungen lésst sich die Rechenzeit bis zum Erreichen
eines eingeschwungenen Zustands des Stromungsfelds gegeniiber dem Fall mit reflektierenden
Randbedingungen (o = o) signifikant verkiirzen.
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Beim Einsatz flissigen Kraftstoffs in Gasturbinen sind der Verbren-
nung komplexe zweiphasige Stromungsprozesse vorgelagert. Hier
ist insbesondere die Primarzerstaubung des Kraftstoffs zu nennen.
Mit der Smoothed-Particle-Hydrodynamics(SPH)-Methode kann die
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basierte Zerstaubungssimulationen in FV-Simulationen der umgebenden
Stromung einzubetten.
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solchen hybriden Ansatzes zur direkten Kopplung von SPH- und FV-
Rechengebieten. Der Ansatz wird hinsichtlich grundlegender numeri-
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bedingungen eingeflhrt werden. Durch geeignete Testfalle wird die
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Stromungseigenschaften, wie Rezirkulation und signifikante Instationa-
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